
いつ反復計算をやめるべきか？
～収束判定基準の設定方法～

渡部 善隆 �

この記事は、数値計算において頻繁に用いられる反復計算の収束判定基準と収束判定用定数の設定方法につい
て簡単にまとめたものです。本論は �章です。 �章と �章は �章で使用する用語の説明にあてられています。ノ
ルムや誤差について十分な知識をお持ちの方は �章や �章を飛ばしてお読みいただいて結構です。
反復計算が確実に真の解に向かって行くという保証 �収束証明�と、反復を途中で打ち切った時の誤差限界を

与えることは数値解析学の重要な使命です。しかし、すべての反復計算においてこの二つ �収束証明と誤差限界�

が理論的に保証されるわけではありません。したがって、実際に反復計算を用いる場合に極めて重要な設定項目
は、どのような収束判定基準を用いていつ反復を終了するかを決定することです。そのとき、計算の限界の検出
という意味で根拠を持ついくつかの判定基準があることを知っているのは決して無駄ではないと思います。

� 反復計算とは

��� 問題設定
実数体�上の �次元ベクトル空間を�� で表し，以下では �次元 ������空間と同一視します．��

から��自身への写像 � � ���� ��� � � � � ��	� に対して，方程式


���	 � � ��	

をみたす実ベクトル � � ���� ��� � � � � ��	� � ��を計算機によって数値的に求める問題を考えます�．
��
は転置記号です． ���� � � � �	それぞれは�� から�への写像です．したがって ��	は

����	 � � �� � � � �	

と書くこともできます．方程式の数と未知数の個数は同じ �個とします�．また， �は次元の意味でも
用います．たとえば，方程式 � � ����は ���	 
� �� ����と変形することにより ��	として見ること
ができます．連立 �次方程式�� � �も ���	 
� � � ��とすれば ��	の形になります．さらに，非線
形微分方程式など多くの関数方程式は，差分法，有限要素法，境界要素法などの離散化によって ��	に
帰着されます．

��� 反復計算
� は通常非線形�です．したがって ���	は，図 �のようにベクトル �の要素が複雑に絡まりあった形
をしています．

�九州大学大型計算機センター・研究開発部 ������� �����������	
��
����	��	��
�なお，この記事の内容は，ほぼそのまま複素数にも拡張することができます．
�方程式の数と未知数の個数が異なると，途端に話がややこしくなります．ひとことでややこしくなる理由を説明すると，

��	
��行列 �ドイツの数学者 
��� ������ ��	
� ��	
��さん �����������に由来します．ヤコビアン� ��	
����行列ともい
います．�が非正則になるからです．

�任意の ��� � ��� �� � � �に対して ���� � ��� � ����� � �����が成立するとき， � は線形写像であるといいま
す．非線形写像とは，このような性質を持たないもの，と定義されます．
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左の次元 � � ��の非線形
方程式は，定常熱対流問題
から導かれる非線形偏微分
方程式の解をスペクトル法
によって離散近似して得ら
れたものです．方程式を満
たす �を求めることで，
流れ関数と温度場の近似解
が出てきます． �� �は既
知の定数です．

図 �
 ���	の具体例�

また � が線形であったとしても， �が大きくなると手計算や数式処理ソフトを用いて �数学的に
解く
ことが難しくなってきます．そこで浮動小数点演算�による反復計算が登場します．計算の大雑把な手順
は次のようになります


【反復計算の手順】

� 最初に適当な値を選んで第 �近似値とする� ��
�

� それを材料にして「もっとよい近似値」を �浮動小数点演算によって	求める� ��
� � ����

� ある停止条件を満たすまで改良を繰り返す� ��
� � ���� � � � � � ���� � � � �

この手順を総称して逐次近似法 ����������� ���	
����
�
� ��
�
�	と呼びます．実際の計算では，
問題に応じて第 �近似値の設定方法 �こちらも非常に大切です	，次の近似値の決定方法，反復終了の条
件をそれぞれ設定する必要があります．

��� ����	
��
���	
法
あらゆる形の � に対応した逐次近似法のアルゴリズムは見つかっていません．もっとも有名なものは

�������	
��
��法 ����

�������
��� ��
�
�	�の反復計算


���	�� � ���� � � ������	��������	 	 � �� �� �� � � �

でしょう�．たとえば �次元の問題 ���	 
� �� ���� � �を��������������法の式で書くと

���	�� � ���� � ���� � ��� ����

� � �������
	 � �� �� �� � � �

となります．一般の �では � ������	は � の ���� での微分を表す �� � ������行列です
．

�詳細は ����������	��	
��
����	��	�������������������������������� �!������������"�#$$%�&��'(	��")

を参照してください．
	浮動小数点に代表される計算機内の数の表現方法については，たとえば �� � �! を参照してください．


������法 ��������� 	��
���とも呼びます． �
�"#$ %�#$�
�さん ��&����'���はイギリスの数学者です．

�その他の手法として， �"(����)����法，二分法 ����"	��
� �"�$
*�，一松法， +����法，,���"�法などがあります．詳
しくは ��� � �- を参照してください．

�.� ����������������/は，素直に読むと ��	
��行列 � �������の逆行列を計算してベクトル �������との積を求めること
になります．しかし実際の計算で逆行列を求めることは少なく，連立 �次方程式 � �������� � �������を数値的に解きます．

�



��������������法は理論的適用範囲が広く，実用的にも強力であることから広く使われている逐
次近似法の一種です．ただし，万能ではありません．第 �近似値の決定方法， � が微分不可能またはわ
からない場合の対処方法，行列 � ������	が悪条件�になり連立 �次方程式が数値的に解けなくなった場
合どうするのか， �が大きい場合の連立 �次方程式を解く手間など，解決すべき案件が次々と登場しま
す．そして，最後は必ず「いつ反復計算をやめるべきか」という大切な問題が待ち受けています．繰り
返しを止めるのが早過ぎると，十分な精度が得られません．逆に止めるのが遅過ぎると，計算時間が余
分にかかることになりますし，意味のない計算を繰り返していることすらあるのです．なお， �������

�������法についての理論的な解説は  !"#  ��"#  ��"#  �$"をご覧ください．

��� 反復計算と反復法
数値解析の分野では，連立 �次方程式に対する逐次近似法を「反復法」と呼ぶことが多くなりました

�たとえば  �"#  �"#  %"のタイトルをご覧ください	�
．したがって，この記事では「反復法」という用語
を使うのは避け，「反復計算」という言葉を使います
計算機は有限桁の計算しかできません．この記事ではあたかも無限桁の実数値が演算によって得られ
るような書き方をすることもあります．しかし，実際の数値計算では，有限の浮動小数点体系上の演算
�詳しくは  !"#  &"#  '"を参照してください	となることに注意してください．

� ノルム

��� ノルムの定義
反復計算を途中でやめるには，それぞれの反復で得られるベクトルの「大きさ」あるいは「長さ」を
調べることが必要です．�では絶対値で「大きさ」を評価します．�� の場合は �個の要素から成る
ベクトルの「大きさ」を総合的に測る指標が必要です．しかしどれでも良いわけでなく，直観と合致す
るいくつかの性質を有することが少なくとも要請されます．この要請をまとめたのが次のノルム ��
	�	��

の定義です


【ノルムの定義】

�� のノルム 	 	とは，次の !つの性質を満たす実数値関数である


�( 任意の � � ��に対して， 	�	 
 � かつ， 	�	 � � � � � �．

�( 任意の � � ��# 
 � �に対して， 	
�	 � �
�	�	．

!( 任意の ��� � �� に対して， 	�� �	 � 	�	� 	�	
�
三角不等式または
,��0
1�0�の不等式

�
�

ここで， ��
�
は実数 
の絶対値です． � � �としたときの絶対値はノルムの定義を満たします． ��


は必要十分条件を意味します．ノルムが小さいこととすべての成分が小さいことは等価になります �証
明はたとえば  ��"をご覧ください	．

��� � �の解 �の変化が�や �の変化の何倍に拡大されるのかを表す数を条件数と呼びます �例えば ��� を参照してくだ
さい�．条件数が大きくなる問題を悪条件と呼びます．

��連立 �次方程式の数値解法は，大きく「直接法」「反復法」「共役勾配法」 �共役勾配法を反復法に分類することもありま
す�に分類することができます． ��� の簡単な紹介記事を参照してください．

��英語で「標準」「平均」という意味です．「ノルマ」 �ラテン語の ���	
に由来�の意味もあります．

!



��� よく使われるノルム
ノルムの定義を満たす関数は無限個存在します��．しかし，ここでは数値計算でよく使われるノルム
を表 �に紹介します．なお，各ノルムを識別するため �	 	
の右下に記号をつけます．ベクトル �の要
素は �� �� � � � �	で表しています．

表 �
 数値計算でよく使われる�� のノルム
ノルムの定義 名称

	�	� �
��

���

���� �ノルム， ��ノルム，絶対ノルム，絶対和ノルム， ��ノルム

	�	� �

�
��
���

�����
	 �

�

�ノルム， ��ノルム， �乗ノルム， ������ノルム# ��ノルム

	�	� � )�*
�����

���� 最大ノルム，一様ノルム，
ノルム，
�ノルム，無限ノルム， �� ノルム

各ノルムの値が定数 ��
 �	となる � � ��の全体をプロットすると， 	�	� � �は �◇
# 	�	� � �は
�○
# 	�	� � �は �□
の形をしています �詳しくは  ��"#  �!"を参照してください	．
一般に有限次元ノルム空間の任意の �つのノルムは同値です��．したがって理論上はどんなノルムを
採用しても構いません．しかし数値計算を行なう場合は，次節で説明するように次元 �に注意する必要
があります．

��� 次元に対する依存性
表 �の !つのノルムの中では �ノルムが最も有名だと思います．しかし，実際の数値計算では最大ノ
ルムがよく使われます．理由は，四則演算が必要ないことと，次元 �に依存しないからです．定義から
分かる通り， �ノルムと �ノルムは次元 �に依存します．例として

� � ������	� �����	� � � � � �����		�

に対する各ノルムの値を �を変えて計算した結果を表 �にあげます．計算は +�,�,��の倍精度 �-���

形式� $.ビット	で行ない，表示数字以下は切捨てています．

表 �
 � � ������	� �����	� � � � � �����		� に対するノルムの値
� 	�	� 	�	� 	�	�

� ��/. ��/. ��/.�

�� $�./ ���! ��'/'

��� $! % ��'''

���� $!$ �� ��'''

����� $!$$ %� ��'''

������ $!$$� ��! ��'''

&����� !�/!�' &�� ��'''

��任意の固定した正則行列�に対して ���� �� ����� がノルムの定義を満たすからです．
��2つのノルム � ��� � �� が同値であるとは，ある正数 ��� �� が取れて，任意の �に対して ������ � ���� � ������ が

成り立つことをいいます．この不等式から �������� � ���� � �������� も成り立ちます．有限次元ノルム空間のノルムの同
値性の証明は関数解析の教科書を参照してください．

.



最大ノルムの値が変わらないのに対し， �ノルムと �ノルムは �に応じて値が大きくなっていきます．
これら !つのノルムの間には以下の不等式が成り立ちます


	�	� � 	�	� � �
�	�	��

	�	� � 	�	� � �
�	�	��

	�	� � 	�	� � �	�	��

大規模な数値計算を行なうときには，ノルムによっては次元に依存することを知る必要があります．
また， �ノルムの計算には自乗の計算が必要なため，他のノルムに比べて計算途中でオーバーフローや
アンダーフローが起きやすいことにも注意が必要です �たとえば  �"をご覧ください	��．

��� ノルムの計算
�ノルム， �ノルム，最大ノルムを求める +�,�,��プログラムを紹介します．最大ノルムを用いた具
体的な応用例は .(&節をご覧ください．それぞれベクトル ��� � �� に対し � � �のノルムを倍精度
で計算するものです��．大きさ �で宣言した �次元配列 �# �が ���に対応しています．添字 �は整数
型，ノルムの値は変数 �に返ります��．

● �ノルム

������� � 最初は �に設定
�� 	�
�� � 
から �まで動かす
���
������	����	�� � 各要素の差の絶対値を足す

��� �� � ��文の終り

+�,�,�� '�の配列演算機能と ���関数を使うと，さらに簡単に記述できます．

��������������� � �に 
ノルムの値が返る

ただし，���関数 �および後に出てくる �	
�	�関数	を使うとき，配列 �# �を �より大きい値で宣
言している場合には，すべての要素を �に初期化してください．

● �ノルム

������� � 最初は �に設定
�� 	�
�� � 
から �まで動かす
���
���	����	����� � 各要素の差の自乗を足す

��� �� � ��文の終り
��������� � 平方根を計算

+�,�,�� '�の配列演算機能と ���関数を使うと，さらに簡単に記述できます


��������������������� � �に �ノルムの値が返る

��だからといって「2ノルムは使わない方がいい」とは一概に言えません． 2ノルムは我々が普段使っている ���	��*�距離
そのものであり，理論的にも大切なものだからです．

�	プログラムの中で倍精度だとわかる箇所は，
の初期設定 .
*+	+�+/ だけです． .�+/を付けたのは用心のためで，おそ
らくすべての処理系で .
*+/または .
*+	+/でも変な「ゴミ」はたまらないはずです．また，組み込み関数 ��
� 
,'�，"�-

は総称名です．総称名の関数は引数に対応した値を返却します．したがってそれぞれ .��
� .
,'�� ."�-#と同じ値を得ます．
�
個人的な趣味によってプログラムは小文字で記述しています． 3
�����は大文字 4小文字を区別しません．

&



●最大ノルム

������� � 最初は �に設定
�� 	�
�� � 
から �まで調べる
������������	����	����� � ���	����	��と �の大きい方を �に再設定

��� �� � ��文の終り

+�,�,�� '�の配列演算機能と �	
�	�関数を使うと，さらに簡単に記述できます


������������������ � �に最大ノルムの値が返る

●計算速度

表 !は011%��2&$のスカラーモード �オプション 
���
��指定	で計算した結果です． � � � � �

に対して�����������# �����������で配列を作成しています． � � ������，ノルムの計算には +�,�

�,�� '�の組み込み関数を使用しました��．最適化オプションはシステムの省略値を採用しています．時
間はノルムの計算に要した314時間です．単位はミリ秒です．

表 !
 ノルムの計算時間 �011%��2&$スカラーモード	

ノルム 単精度 倍精度 .倍精度

�ノルム / �$ /'/

�ノルム & % �.�&

最大ノルム �! !! $!$

プログラムを見ると，最大ノルムが一番速そうな気がします．その意味では .倍精度の結果は納得で
きる値です．しかし，単精度と倍精度では �ノルムが優秀でした．これは， 011%��2&$の +�,�,��コ
ンパイラ �������� ��������
��� ��
��
 ��

��	が最適化を頑張っているからです�
．また，ベクトル化を施
すと単精度・倍精度はすべての値が �ミリ秒以下で処理されました��．
他の幾つかの計算機システムでも試した結論として，単精度と倍精度で計算する場合，ノルムを計算
する過程で必要になる計算時間に比べると，ノルムの計算時間にあまり神経質にならなくてもいいので
はないかと思います．ただし， .倍精度以上�
を用いる場合は計算機によって性能に差が出る可能性が
あります．

��� 行列ノルム
ベクトルのノルムと同様，行列のノルムも定義することができます．たとえば � � �行列 � � ����	

の最大ノルム 	�	�は最大の行絶対値和

	�	� � )�*
�����

��
���

���� �

で定義されます．行列ノルムは線形計算の誤差解析や感度解析などで重要な役割を担います．詳しくは
 ��"などを参照してください．

��もうひとつのプログラムとの極端な差はありませんでした．
��最適化レベルを下げると差がなくなります．
���倍精度はベクトル化の対象外なので値はほとんど変わりません．
��現在の �56 3
�����の規格に「�倍精度」はありません．実は単精度も倍精度もなくて，「処理系は，基本種別より高い精

度をもつ表現方法を少なくとも一つは用意しなければならない．それを �!�/0� �������!�と指定することもできる．」と書
いてあるだけです． �倍精度はメーカーが拡張仕様として提供している機能であり，すべての 3
�����システムで利用できる
とは限りません．

$



� 誤差の基礎知識
この章では，前章で定義したノルムを用いて「誤差」の基本的な用語を説明します．絶対誤差，相対
誤差は次章の反復計算の収束判定基準には直接関係しません．しかし，理論的な数値解析ではもっとも
重要な概念のひとつですので，知っていて損はありません．また，真の解が既知の問題に対してあるア
ルゴリズムを適用し，その有効性を確かめたりする場合には，誤差の知識が必要になります．

��� 誤差とは
以下は概念的な式です．数値計算による近似値は，真値 �存在を仮定します	に誤差が加わったもの，
つまり

近似値 � 真値�誤差

と考えます．これを移項すると，誤差の定義は

誤差 � 近似値�真値

となります．つまり誤差を厳密に考える場合，符号も考慮する必要があります��．ただし数値計算の教
科書では，符号を無視して誤差のノルムを考えることが多いようです．本稿も誤差をノルムで定義する
ことにします．

○絶対誤差

真値 �と近似値 5�との差のノルム �ノルムの種類は問いません	

	�� 5�	 �� 	5�� �		

を絶対誤差 ����
��
� �		
		，あるいは単に「誤差」と呼びます��．

○相対誤差

真値 � �� �と近似値 5�に対して
	�� 5�	
	�	 ��	

を相対誤差 �	���
��� �		
		と呼びます．相対誤差は真値に対する絶対誤差の割合 �相対的な大きさ	を
表します．
通常，数値計算で求めたい正体不明の真値 �のノルム 	�	を評価することはできません．しかし，な
んらかの方法で

	�� 5�	
	5�	 �!	

を評価できる場合があります．よって �!	を相対誤差として定義することもあります．ここで， 5�が �

に十分近くなれば， ��	も �!	も非常に近い値を取りながら �に近づくことに注意してください．どち
らにしても，相対誤差の定義を，採用したノルムの種類とともに論文に明記することが大事です．

��真値�近似値を「補整」と呼びます．
��本によっては 7� � �を「誤差」， �7� � ��を「絶対誤差」と分けて定義することもあります．また「絶対誤差」の「絶

対」の由来については，相対誤差との対比として「絶対」の名前が付いたと書いてある本と， .絶対値ではかった誤差/である
ことから名付けられた，と書いてある本に分かれます．

%



��� なぜ誤差の種類が二つあるのか？

○絶対誤差の問題点

絶対誤差の問題点として，真値 �の大きさによって近似の意味が変わってしまうことがあげられます．
簡単のため �次元で考えます．真の値 �と近似値 5�の絶対誤差が同じ ���であったとしても， � � ���#

5� � ''�'の場合と � � ���# 5� � ���の場合では「どちらも誤差が小さいよ」とは一概に言えません．図
�を見ると，近似値 ���と同じ大きさ ����	の誤差が「とんでもなく大きい」という状況も十分に考えら
れます．

� ��� � ���

5� ''�' 5� ���

図 �
 ��� 5�� � ���となる �と 5� �左右のスケールは異なります�

相対誤差は誤差の影響の「重大さ」を比較的よく表します．今の例では � � ���# 5� � ''�'の相対誤
差は �����， � � ���# 5� � ���の相対誤差は ��&になり，相対誤差の方が図 �の『見た感じ』をよく説
明していることと思います．
また， ���6�
�相対誤差の逆数	
を近似値の有効桁数といい，「真値と何桁一致しているのか」を調
べる《指標》としてよく使われます．たとえば � � ����# 5� � ����は相対誤差の逆数 ���より有効
桁数は !となります．ここで，場合によっては有効桁数は「一致する桁数」を反映しないことに注意し
てください．たとえば，「一致する桁数」がひと桁も合っていない � � ���# 5� � ''�'の有効桁数も同
じく !となります��．

○閑話

ごくわかりやすい例をもう一つあげて，絶対誤差と相対誤差の違いを見てみます．幼稚園や小学生の
低学年の頃には，年が一つ上の人はずいぶん「おとな」に見えたものです．しかし，齢を重ねるにした
がい，だんだんと年の差を感じなくなってきます．この感覚は相対誤差を使うと納得できます．
女の子の年齢を �，男の子の年齢を 5�とします．女の子が &才，男の子が $才のとき �図 !	，絶対誤
差は �，相対誤差は ���です．この二人が風雪を乗り越え，無事 ''才と ���才を迎えたとします �図 .	．
このとき，絶対誤差は変わらず �です．一方，相対誤差は ��'' � ������になっており，年齢 �誤差	

が接近していることがわかります．

図 !
 $才と &才 �イメージ	 図 .
 ���才と ''才 �イメージ	

○相対誤差の問題点

相対誤差の問題点は， ��	または �!	の分母が �または �に非常に近くなると，計算不可能で実行を
打ち切られたり，オーバーフローを起こす危険があることです．プログラムを組む場合には，分母の値
が �に近くなったら警告を出すか，絶対誤差に切替えるなどの工夫が必要です．なお  ."に絶対誤差と
相対誤差を組み合わせた評価方法が紹介されています．

��有効桁数はこのような「よい近似であるのにひと桁も一致していない」という不合理をなくすために導入されました．有
効桁数は「精度桁数」とも呼ばれます．また，有効桁数の定義をもって「一致する桁数」だと定める本もあります．

/



��� マシン・イプシロン
現在ほとんどすべての計算機で採用されている浮動小数点体系は，数学的な実数体系とは違い，有限
個の要素から成る集合です．計算機の中では，実数を有限の �と �の組合せで近似します．したがって，
計算のたびに，本来実数であって欲しい真値 �を適当な浮動小数点 5�で近似する操作が入ります．つま
り誤差が発生するわけです �詳しくは  !"#  &"#  '"を参照してください	．
マシン・イプシロン �������� �����
�	��は

� � � 
 � �.	

を満たす最小の浮動小数点数で定義されます．左辺の足し算は浮動小数点演算での加算を意味します．
マシン・イプシロンは浮動小数点演算における最大の相対誤差をあらわす数と考えることができ，反復
計算の収束判定にとって重要な数です．なぜならば，どんな単純な演算であっても，最悪でマシン・イ
プシロンの大きさの誤差が入り込むことを覚悟する必要があるからです．
ここで，マシン・イプシロンは最小の正の浮動小数点数ではないことに注意してください．最小の数
は後の数値例で見る通り，もっと小さい値です．マシン・イプシロンは，計算機の採用している浮動小
数点の形式，精度によって異なります．  &"には �.	の定義に基づくマシン・イプシロン生成プログラム
が紹介されています．

+�,�,�� '�の規格からは，組み込み関数を用いてマシン・イプシロンの値を調べることができるよう
になりました．以下は011%��2&$がサポートしている各数値を問い合わせるプログラムです．処理系
によっては /バイト整数型と .倍精度実数型は未サポートの場合があります．

 ��!��� ��"#	��$� �	��� � プログラムの開始 �プログラム名は適当に記述します�

	� �	"	� ���� � 暗黙の型宣言の抑止
	���!���%	���&� '' 	 � &バイト整数型の宣言
	���!���%	���(� '' ) � (バイト整数型の宣言
�����%	���&� '' � � 実数型の宣言
�����%	���(� '' � � 倍精度実数型の宣言
�����%	���
*� '' + � &倍精度実数型の宣言
	���	��	" � �	����#�!���	�� � 組み込み手続きを明確にする

� �ソースプログラムの改行に深い意味はありません�

,�	���*��� � �	������ � 実数型のマシン・イプシロンの出力
,�	���*��� � �	������ � 倍精度実数型のマシン・イプシロンの出力
,�	���*��� � �	����+� � &倍精度実数型のマシン・イプシロンの出力
,�	���*��� � �一行空ける�

,�	���*��� #�!��	� � &バイト整数型の最大値を出力
,�	���*��� #�!��)� � (バイト整数型の最大値を出力
,�	���*��� #�!���� � 実数型の最大値を出力
,�	���*��� #�!���� � 倍精度実数型の最大値を出力
,�	���*��� #�!��+� � &倍精度実数型の最大値を出力
,�	���*��� � �一行空ける�

,�	���*��� �	����� � 実数型の正の最小数を出力
,�	���*��� �	����� � 倍精度実数型の正の最小数を出力
,�	���*��� �	���+� � &倍精度実数型の正の最小数を出力

���  ��!��� ��"#	��$� �	��� � プログラムの終り

表 &にプログラムで使用した数値問い合わせ関数を紹介します．

��「計算機イプシロン」「機種精度」「マシン・エプシロン」とも言います．ギリシャ語と英語の発音では「エプシロン」
が近いはずです．ここでは「イプシロン」と書く本が多かったのであえて逆らいませんでした．また，「マシン・イプシロン
が浮動小数点演算の最大の相対誤差を表す」ことは， 5���標準 '��以外の規格では厳密に成立しません．それでもほとんど
がマシン・イプシロンの 2倍か -倍で評価できます．

'



表 &
 +�,�,��の数値問い合わせ関数 �一部	

関数名 機能

������� 引数の体系におけるマシン・イプシロンを求める

���� 引数の体系における正の最小数を求める

���� 引数の体系における最大値を求める

以下はプログラムを 011%��2&$で翻訳・実行した結果です



�
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�1
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��� 収束の定義
この章の最後に，収束の定義を紹介します．

【収束の定義】

��のベクトル列 ���� � ��
���
� � � � � � �

���
� 	� がベクトル � � ���� � � � � ��	� に対して

�
���
� � �� �	 �
	 �� � � � �	 �&	

となるとき， ������は �に収束する ��
���	��	という．

�&	をまとめて � ��)
�	�

���� � �
と書くこともあります��．

ノルムの性質より， ��
���
� � �� �	 � 
	
は �	���� � �	 � � �	 � 
	
と同値になります �証明

はたとえば  ��"をご覧ください	．したがってベクトル列の収束は，絶対誤差が �に収束することと同
じです．しかし，計算機を使って �&	の収束を直接確かめることは困難です．浮動小数点演算によって
発生する誤差を完全に回避するためには無限桁が必要な上に，極限までベクトル列を追いかけるために
は無限の時間が必要だからです．反復計算では，ベクトル列 ���� をいつ収束したと《見なす》のかが大
事になります．

以上の準備のもと，次章から収束判定基準を紹介します．お待たせしました．

�	極限の定義をさらに書き下す教科書では，収束の定義を次のように書くことがあります� 『任意の � 	 �に対し，ある

が定まり， � 	 
 であれば ����� � �� � �が必ず成り立つ．』

��



� 収束判定基準の設定方法
反復列 ���� が収束の定義 �&	の条件を満たすかどうかを有限の資源しか持たない計算機で確認するこ
とは，真の解 �の形が具体的にわかっていたとしても困難です．問題によっては，ある条件をチェック
することで収束性や誤差評価が得られることもあります．しかし，理論的な裏付けが得られない場合で
も，本章で説明する様々な基準を参考にして，『えいやっ』で反復を停止することがないように努めな
ければなりません．
この章では，収束判定基準��の代表的な設定方法を紹介します．名の通った数値計算ライブラリには
必ず収束判定基準が明示してあり，なおかつ利用者がいろいろな基準値を設定できる仕様になっている
はずです．数値計算ライブラリが利用者にとってブラックボックスとなる危険を避けるためにも，収束
判定の意味を理解しておくことが必要です．

��� 残差基準
もともとの問題は「���	 � �を満たす �を計算機を用いた反復計算により求める」ということでし
た．したがって，反復計算により更新されるベクトル ���� を ��	に代入して，ノルムが十分小さいかど
うか調べるという方法が考えられます．この判定方法を残差基準の判定��といいます．

【残差基準による判定】

収束判定用の定数 � 
 �を決めておき，

	� �����		 � � �$	

ならば反復は収束したと《見なして》計算を打ち切る．

������	を方程式 ��	の残差 �	�������	と呼びます．たとえば連立 �次方程式 �� � �では ��������

または ������ � �
が残差になります．

○相対的な残差基準

����との相対的な残差
	� �����		
	����	 � �

を判定基準に採用することもあります．相対的な残差基準の判定は，共役勾配法系の連立 �次方程式の
反復解法によく用いられます�
．詳しくは  �"を参照してください．

○要素ごとの残差基準

�$	はノルムを使った基準です．ノルムはベクトルの大きさをはかる大切な指標です．しかし，感覚
的に表現すると，ノルムは �個の異なる値を持つ要素を「べちゃっ」と押しつぶして，ある �つの ��

次元の	値で代表させたものです．この値を見るだけでは，それぞれの要素の値が極端に異なっていた
り，特定の要素だけが反復のたびに大きく変動しているといった情報を得ることは困難です．したがっ
て，よりきめ細かい評価を必要とするならば， ����

���	�� � � � �	それぞれに対して残差基準を設定す
る方法も考えられます��．

�
「反復停止規準」「収束基準」「収束判定条件」「停止規則」「停止条件」ともいいます．
��「�法」と呼ばれることもあります．

��理由はアルゴリズムに残差の計算が出てくるからです．連立 �次方程式では
���������

���
� � もよく判定に使われます．

��少なくとも，要素ごとの値を出力するプログラムを書いておくことはデバッグに有効です．

��



○残差基準の注意点

残差 ������	の計算では，同じような大きさの値の引き算がよく出てきます．そのため，桁落ち�
に
よる精度損失が起こる可能性が高くなります．結果が思わしくないときには，残差の計算部分の桁数を
多くとってみることをお勧めします��．また，残差 ������	は「ゼロになって欲しいベクトル」です．
もし不用意にこの値を分母にもってくると，計算が破綻する危険があることに注意してください．

��� 誤差基準
数値計算は一定の桁数の有限操作であることから，修正量がある程度小さくなると，あとは事実上近
似解の値が変わらなくなったり，微小な振動が続いたりします．そうなった場合，これ以上計算を続け
ても無駄だという判断のもと反復を停止する方法が誤差基準の判定��です．

【誤差基準の判定 ���】

収束判定用の定数 � 
 �を決めておき，

	���� � ������	 � � �%	

ならば反復は収束したと《見なして》計算を打ち切る．

もし ����が真の解に十分近いならば， �%	は絶対誤差に近いことが期待されます．
また，相対的な修正量を判定基準にする方法もよく使われます．

【誤差基準の判定 ���】

収束判定用の定数 � 
 �を決めておき，

	���� � ������	
	������	 � � �/	

ならば反復は収束したと《見なして》計算を打ち切る．

もし ���� が真の解に十分近いならば， �/	は相対誤差に近いことが期待されます．相対的な判定基準
�/	を用いることの利点は， !(�節で説明した通りです．

○要素ごとの誤差基準

残差基準と同じく，きめ細かい評価としてベクトル ����# ������ の個々の要素に対して判定基準 �%	#

�/	を設定することも考えられます．

��� 収束判定基準から誤差評価がいえるのか？
残念ながら， �$	# �%	# �/	の判定によって得られた ����と ��	の真の解 � �とおきます	に対して，絶
対誤差または相対誤差評価


	���� � �	 � ��
	���� � �	

	�	 � �

��絶対値がほぼ等しい 2つの数を加減して答が著しく小さくなる現象です．小さくなった分，相対誤差が増大し，有効数字
が失われます．

��単精度の場合は倍精度で，倍精度のときは �倍精度または拡張倍精度での計算になります．実際，多くの数値計算ライブ
ラリでこの方法による桁落ち回避がなされています．

��「
法」と呼ばれることもあります．

��



は一般に成立しません．問題 �� の形	と反復法の手順によっては，収束判定条件とその他の条件を組み
合わせることで理論的な誤差限界を導くことができる場合もあります��．しかし一般には，収束判定用
の定数 �は「真の解との誤差」でも「真の解と一致する桁数」でもありません．単に計算する人が勝手
に決めた数です． ���� は �から遠く離れているかもしれません．また，そもそも真の解 �が存在しな
い可能性もあります．  �$"に �次元のわかりやすい例が紹介されています．図 &として引用します．

�

� �

�

� �������	��

� � ����

図 &
 真の解が離れている例

図 &で �を収束判定用の定数， �を ���	 � �の解， ����の次の反復が ���	�� になったとします．こ
のとき， ����	�� � ����� � �という条件を設定していたならば，反復は停止します．しかし，どう見て
も �� � ���	��� � �は成り立ちません．また， 	������		 � �という条件でも反復は停止します．しか
し，同じく真の解はまだまだ先です．微分を次の反復の重要な手がかりとして用いる �������������

法の立場から図を眺めると，残差基準の判定はグラフの傾斜がなだらかになる部分，誤差基準の判定法
は � ��	が急変する部分で判断を誤る危険があると言えます．

��� どっちを選ぶ？
では，理論的な知見が何もない問題の近似解を反復計算によって求める場合，残差基準と誤差基準の
どちらを選べばよいのでしょうか？数値解析や数値シミュレーションの本を読めばおわかりのように，
はっきりいってバラバラです��．数値解析の分野では，本で調べたり人に聞いてみた限り，残差基準を
採用する人が多いようです��．数値計算ライブラリの中には残差基準と誤差基準を問題に応じて選択で
きるものもあります．
残差基準と誤差基準はそれぞれ「計算の限界」という意味で根拠を持っています．したがって，浮動
小数点演算の限界 �具体的にはマシン・イプシロンです． .($節を参照してください	以下の値を収束判
定用の定数に設定する時には，残差基準または誤差基準のどちらか一方の条件が成立した場合に反復を
打ち切るようにプログラムを組むことをお勧めします．もし両方の条件の成立を待って反復を終了する
ように設定していた場合，一方の条件がいつまでも満足されないという状況も十分に考えられるからで
す �さらに詳しい考察として  �."をお勧めします	．
しかしながら， .(!節で説明したように，得られた近似解 ���� が真の解 �に十分近いという保証は与
えられていないことに十分注意してください．理論的な保証をえるためには，近似解 ���� のまわりでの
� のふるまいを厳密に観察する必要があります． .(%節ではこのような手法について簡単に触れます．

��よく見る評価式は，ある定数 � 	 �に対して ����� � �� � ������ � ������� というものです． � の値が具体的にわか
ることは稀で，存在しか分かっていないことがほとんどです．とんでもなく大きな値かもしれません．それでもアルゴリズム
の正当性の主張には説得力を持ちます．

��一方の基準だけを紹介して，他の基準を紹介していない本もたくさんあります．経験的に，両方を紹介している本は良い
本です．もちろん，逆は成り立ちません．

�	説得力のある意見が ��� に書いてあります．

�!



��� �	���

プログラム例
図 �で紹介した非線形写像 � に対し，方程式 ���	 � �を ��������������法で数値的に解く +�,�

�,��プログラムを紹介します��．メインプログラム ��� !��"#$%&���
からは � を計算する
�����'$!�"()��!���
， ������行列を求める �����'$!�"*$��+�$�
，連立 �次方程式を7����の消
去法で解く 889 --の �,��	

を外部サブルーチンとして呼び出しています��．精度は倍精度です．
初期値はすべての値を �に設定しています．� � ��# ���です．最大反復回数は ���回に設定して
います．収束判定の基準として，マシン・イプシロンの �倍の �%�-に対して �$	または �/	が満たさ
れたとき反復を停止し，近似解の値を出力したうえで計算を終了します．ノルムは最大ノルムです．

 ��!��� 2�,���$3� #��� � メインプログラムの開始
	� �	"	� ���� � 暗黙の型宣言の抑止
	���!���%	���&�� �������� '' ��
� � 次元をパラメータで設定
�����%	���(���	����	����� '' ��4����, � ベクトルの宣言
�����%	���(���	����	������� '' 5 � 6�"��	行列の宣言
�����%	���(���	����	����� '' ����� � 残差基準�誤差基準用変数の宣言
�����%	���(� '' 7�3�� �+ � 定数�収束判定用の定数の宣言
	���!���%	���&� '' 	�%�	����	"���	�,�	� � 整数型変数の宣言
	���!���%	���&���	����	�����'' 	 � �����で利用する配列の宣言
	���	��	" ���������� � 組み込み手続きを明示
�������� ������5�������$8��"�	���5�������$6�"��	�� � 外部手続きを明示
��
���� � 反復の初期値を 
に設定
7�
���� � 定数値 7の設定
3�
����� � 定数値 3の設定
� �+���� �	����� �+� � 収束判定用の定数を設定
	����
�� � 反復回数の最大値を設定
	�,�
 � 9:分解を行なう �������

�� %�
�	��� � 反復開始
��� � 前回の反復列を �に格納
"��� 5�������$8��"�	�������7�3� � 4���の値を計算
"��� 5�������$6�"��	�����5�7�3� � 6�"��	��を計算
"��� ������5�������� �+�	�,�	���,�	 �	"��� � 連立 
次方程式を解く �������

	4�	"�� ;� �� �#�� ��

,�	���*��� <.���� �""����� 	� �=9>?'<�	"�� � 
������の正常終了を確認
��� � � 正常終了でない場合は停止

��� 	4 ��

����� � 新しい反復列を �に格納
"��� 5�������$8��"�	�����4�7�3� � 残差を計算
������
�������������4�� � 残差の最大ノルムを計算
�������������������������;�������������� � 相対的な誤差基準の値を計算
,�	���*�<�@1��.
0�/�<� %�������
���������� � 反復回数と各値の書きだし
	4� ������
�A� �+ ���� ��������A� �+ � �#�� ��


,�	���*��� <�  ���	���� �����	��' < � �
�� 	�
�� � 
�★収束判定★
,�	���*�<�	&�.�0�
1�<� 	���	� � � 残差基準と誤差基準の一方が

��� �� � � 満たされた場合� 結果を書き
��	� � � ループを抜ける

��� 	4 ��

��� �� � 反復を繰り返す

���  ��!��� 2�,���$3� #��� � メインプログラムの終了

プログラムのサブルーチン部分です． �ページに収めるため，無理して詰め込んでいます． �.
は，
文章の継続の印です． ���!��!
で引数の特性 �入力，出力，入出力	を陽に指定しています．

�
����������	��	
��
����	��	�������������������������������� �1!�!��!�2��3������(������
(�	4$+
��センターで公開している科学技術計算用サブルーチンライブラリです．�20�5の引数の詳細はたとえば 08���##の "��

.6)�-で調べることができます． 669 55の利用できないシステムにプログラムを移植するときは，この部分を差し替える必要
があります．またセンターでこのプログラムを実行するときは，ファイルのサフィックスを .	4$+/にしてください．

�.
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�����%	���(���	����	���
���	���������� '' 4
�����%	���(��	������	�� '' 7�3
�����%	���(� '' B
	���	��	" ����
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4�
�� �-�7���
��;& 
 �-��������1��;�(�B� 
 �7�3���/��;B
4���� �(
�7������;& 
 �-���
����1��;�(�B� 
 �7�3���(��;B
4�1�� ��-���
�������;�&�B� 
 -�7���1� 
 B�7�3���-�
4�&�� 1*�7���&� 
 B�7�3���
��
4�0�� �����0� 
 ��������/��;���B� 
 ���
����(��;���B� � ���&����-��;B 
 C

B���&����-� � ���1����
���;B 
 B���1����
��
4�*�� �(���*� � ���
����/��;B � B���1����-�
4�/�� ����
�;B� � ��������0��;���B� 
 ���
����*��;B � �1���/��;����� 
 C

�1���1����(��;�&�B� 
 �1��������-��;�&�B�
4�(�� ������;B� � ���
����0��;���B� � �1���1����/��;�&�B� � �-���(��;����� � C

�1���
����-��;�&�B�
4�-�� ��B���1�� � ���&����0��;B 
 B���1����*� � �1��������/��;�&�B� 
 C

�1���
����(��;�&�B� � 1���-�
4�
��� ��B���&�� � ���1����0��;B � *���
��

��� �������	�� 5�������$8��"�	��

�/
を用いると，一行に複数の命令を記述できます．この機能は +�,�,�� '�からです．

�������	�� 5�������$6�"��	�����5�7�3�
	� �	"	� ����
�����%	���(���	����	���
���	������	�� '' �
�����%	���(���	����	���
��
���	���������� '' 5
�����%	���(��	������	�� '' 7�3
�����%	���(� '' B
	���	��	" ����
B������������

5������
5�
�
� � �-�7�;&���� D 5�/�
� � ��
;B�
��*�;B
5�
��� � �-���1��;�(�B� D 5�/��� � ���0�;���B� 
 �1���-��;�&�B�
5�
�1� � �-������;�(�B� D 5�/�1� � �1���(��;�&�B�
5�
�/� � �7�3�;B D 5�/�0� � �����;���B�
5���
� � �-���1��;�(�B� D 5�/�*� � ��
�;B
5����� � �(
�7�;&���� D 5�/�/� � �
�0��
5���1� � �-���
��;�(�B� D 5�/�(� � �1���1��;�&�B�
5���(� � �7�3�;B D 5�/�-� � �1������;�&�B�
5�1�
� � ��-������;�&�B� D 5�(�
� � ���0�;���B� � �1���-��;�&�B�
5�1��� � ��-���
��;�&�B� D 5�(��� � ��
;B�
5�1�1� � -�7 D 5�(�1� � ��1���/��;�&�B�
5�1�-� � B�7�3 D 5�(�0� � ���
�;���B�
5�&�&� � 1*�7 D 5�(�/� � ��1���1��;�&�B�
5�&�
��� B�7�3 D 5�(�(� � �&�0��
5�0�
� � ��(�;���B� D 5�(�-� � ��1���
��;�&�B�
5�0��� � ��/�;���B� D 5�-�
� � �1���(��;�&�B�
5�0�1� � ����
��;B� 
 B���
�� D 5�-��� � ��1���/��;�&�B�
5�0�&� � ����-�;B� 
 B���-� D 5�-�1� � �B 
 B���*�
5�0�0� � ������ D 5�-�&� � ����0�;B�
5�0�/� � ����;���B� D 5�-�0� � ����&�;B�
5�0�(� � ��
�;���B� D 5�-�*� � B���1�
5�0�-� � ����&�;B� 
 B���&� D 5�-�/� � ��1������;�&�B�
5�0�
��� ����1�;B� 
 B���1� D 5�-�(� � �1���
��;�&�B�
5�*�
� � ����/�;B� D 5�-�-� � �1����
5�*�1� � ��B���-�� D 5�
��1� � ����0�;B�
5�*�*� � �(���� D 5�
��&� � �B
5�*�/� � ����
�;B� D 5�
��0� � ����1�;B�
5�*�-� � ��B���1�� D 5�
��
��� �*����

��� �������	�� 5�������$6�"��	��

�&



表 $は011%��2&$�-���形式 $.ビット	で計算した反復回数，最大ノルムで測った �$	の残差# �/	

の誤差の値です． '回の反復で停止条件を満たしました．

表 $
 011%��2&$での実行結果
反復回数 残差基準の判定値 誤差基準の判定値

� ��!.$�'�'� � �� ����$'!$�� � ��

� ��!�&&.!&� � �� ���'/$//%� � ��

! ��%%%�'$�� � �� ��.��.&$�� � ��

. ���/&$��%� � �� ��!.!'%�&� � ��

& ��!$���%$� � �� ���!$!.$/� � ��

$ ��!�'�!�&� � �� ��'.!$/��� � ��

% ��!�$/�!'� � �! ����/%'��� � ��

/ ��!&�'$��� � �% ����$�.&!� � �!

' ��.��/�!.� � �$ ����/&&!�� � �%

��� 収束判定用の定数の設定
理論的な収束証明が保証されていたり，あらかじめ真の解がわかっていて，アルゴリズムのテストと
して反復計算を実行している場合を除けば，収束判定用の定数の選び方には十分な注意が必要です．

○マシン・イプシロン以下に設定しない

浮動小数点演算では，どのような簡単な演算でも最悪でマシン・イプシロンの誤差が混入します．数
値計算は四則演算と ���# ���などの初等関数に代表される関数の集合体です．そして，演算の度に浮動
小数点演算の誤差はどんどん蓄積しているかも知れません�
．したがって，収束判定用の定数にマシン・
イプシロン以下の値を設定するのは危険です．反復が判定基準に到達しない可能性が高いからです．
例を挙げます． �� �行列 � � ����	， �次ベクトル � � ���	を

��� �
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で定義し，連立 �次方程式 �� � �を 8:�法��を用いて数値的に解きます．加速係数 �は ��&に設定
しました．計算機は �����)�+4�-;84 8�.2�����	，精度は -���形式の単精度，倍精度，および富
士通拡張仕様の .倍精度を用いました．図 $は � � ��の残差の最大ノルムを描いたものです．
最初はそれぞれの精度型とも同じように残差ノルムが小さくなっていきます �線が重なっています	．
反復が進むと，まず単精度のマシン・イプシロン近くで単精度の残差が振動を始めました．以下，倍精
度， .倍精度のマシン・イプシロンに近付くとそれぞれの精度の残差が振動するようになり，それ以上
小さくなりません．したがって，この例で収束判定用の定数にマシン・イプシロン以下を設定すると，
いつまでたっても反復が終らないことになります�
．

��実際は都合よく打ち消しあって誤差の累積がほとんどないこともあります．しかし，問題の特異性が強い場合には，あっ
という間に有効桁が誤差で汚されることもあります．

��6:%法 �6�		"����" :�"��%"��;���
� �"�$
*�は，過剰緩和法，逐次過緩和法ともいいます．行列�を下三角部分 �，
対角部分�，上三角部分 � を用いて� � � � � � � と分解し，加速係数 � � � � 2により ���� �� �� � �������� �
���� ���� ���������� で反復計算を行なう手法です． � � �のときを������6"�*"�法と呼びます．詳しくは �' を参照し
てください．

��数値計算ライブラリの中には，利用者が収束判定用の定数としてマシン・イプシロン以下の値を入力した場合，勝手に値
を修正するものもあります．もちろん，マニュアルにはその旨きちんと書いてあります．
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 8:�法による残差ノルムの推移

特に大規模な数値計算では，安全を考えて，マシン・イプシロンのある倍数を収束判定用の定数に設
定するべきでしょう��．なお  �."では，残差が妙な挙動を始めた時に反復を終了する方法が紹介されて
います��．

○次元数に注意

次元数 �が大きくなると，解く問題が大規模になります．問題が大規模になると，演算数が増大しま
す．演算数が増大すると，よりいっそう浮動小数点演算の誤差の累積を覚悟しなくてはいけません． �

をパラメータとして調整可能なようにプログラムを作成しておくと，小規模なテスト問題を大規模な数
値シミュレーションに拡張して使用することができます．このような �ほとんど同じ	プログラムを実行
する場合でも，大きな �に対しては小さな �の時よりも「甘い」収束判定基準を設定しないと反復が終
わらないかもしれません．

○ノルムの種類に注意

ノルムの定義で説明したように， �ノルムと �ノルムは次元に依存します．したがってこれらのノル
ムを用いて収束判定を行なう場合は，前の項目と同じ理由で収束判定基準を調整する必要があります．
具体的には，次元に依存しない最大ノルムを基準に �(!節の不等式評価を考えて， �$	や �%	の評価では
�ノルムはマシン・イプシロンの �倍， �ノルムはマシン・イプシロンの

�
�倍より小さくしない方

がいいでしょう．

○解が重根を持つ場合

解が重根を持っていたり，非常に近い場所にある場合，収束判定用の定数を大きめに設定する必要が
出てきます．あらかじめ解の性質がわかっている場合には判定基準を調整するようにしてください．

��� 近似解を使って真の解の存在を確認してやめる
残差基準または誤差基準で得られた近似解をもとに，真の解の存在を厳密な誤差限界とともに証明し
てしまうという手法があります．手法は， ��	を有限次元の不動点問題に帰着させ，浮動小数点演算に

��残差基準の場合，「ある倍数」のおおよその見積りが可能です．詳しくは ��� をご覧ください．少なくともパラメータと
して収束判定用の定数を自由に調整できるようなプログラムの作成をお勧めします．

��九州大学に在籍されていた， �故�占部 実先生が提唱された方法であることから「占部の方法」と呼ばれています．

�%



よる誤差の影響をすべて考慮した上で不動点定理の条件を計算機でチェックすることによって解の存在
と �場合によっては一意性を	数学的に証明しようというものです．
もちろん，すべての問題が不動点定理を満足するとは限りません．また，解の存在のチェックには近
似解を求めるよりも多くのコストがかかります．しかし，収束判定基準に自信がなくても，解の存在が
誤差評価付きで保証されていれば，もちろん安心して計算を打ち切ることができるでしょう．詳しくは
 $"#  /"#  ��"をご覧ください．
また， �次元では ���	 � �を満たす �が欲しいわけですので，得られた近似解 5�よりほんの少し右
とほんの少し左で �数直線で考えています	関数値を計算し，符合が逆転していることを調べることで誤
差評価が可能です��．

� まとめ
最後に，反復計算で得られた結果を論文にまとめたり研究集会で発表するときの「マナー」を箇条書
きにします．

◇収束判定基準は何か
残差基準か誤差基準か，その他の基準であるかをはっきり書きます．

◇その基準を選択した理由
「収束証明の条件となるから」「経験的によい精度を得ているから」「この本に書いてあるから」
など，何か考えておきましょう．

◇ノルムの種類
�ノルム， �ノルム，最大ノルム，その他のノルム，要素ごとに調べた，など． �ノルムと �ノ
ルムが次元に依存することに注意しましょう．

◇収束判定用の定数の値とその根拠
「いろいろ調べてここが限界でした」「マシン・イプシロンで大丈夫でした．それ以下は意味が
ないので設定していません」など，すぐ何か返答できるようにしておきましょう．残差基準では
理論的な見積りが可能な場合があります．また連立 �次方程式では理論的な誤差限界がわかるこ
ともあります．それぞれの問題に応じて調べておきましょう．

◇計算精度
最近の大規模な数値計算においては，単精度での計算結果は受け入れられなくなってきています．
メモリーを倍にするために桁数を半分にするよりは，計算サイズは小さくても十分な桁数を確保
することをお勧めします．なぜなら「正しくない計算は無意味」だからです��．

◇計算機の名前，浮動小数点の形式
計算機名は必ず書くようにしましょう．きわどい収束状況を見せる場合は浮動小数点の形式 �何
進・仮数部何桁・指数部何桁	も説明すると親切です．速度を測る場合にはコンパイラのバージョ
ンや計算機の性能データも必要です．

◇著作権に配慮する
既存のプログラムを用いた場合は名前，文献などを書くようにしましょう．

��関数 � が連続であるという仮定つきです．厳密な評価のためには，浮動小数点演算の誤差を見積もることが必要です．し
かし，ある程度の信頼性は得られます．

��以前「実験から得られる入力データは所詮 -桁程度しか合ってないから，計算も単精度で十分だ．倍精度なんてメモリー
の無駄使いだ．」という意見を聞いたことがあります．これは，数値シミュレーションにおける実験誤差と数値計算の誤差の
レベルを一緒にした誤解です．数値計算結果が無意味になってしまえば，実験データそのものが無意味になってしまいます．
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参考文献に簡単な説明と �'''年 �月現在の価格 �税別	を追加しています．専門書は品切れになっ

てもなかなか増刷してくれません．古典的な名著といわれながら増刷，復刻されない本もたくさん
あります．「この本が手元に欲しいなぁ」と思ったら，すぐに注文することをお勧めします．

参考文献
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《邦訳》長谷川 里美# 長谷川 英彦# 藤野 清次 訳
『反復法 ;�)������』# 応用数値計算ライブラリ#
朝倉書店# 56<= ��2���������># �''$(

大規模疎行列に対する連立 �次方程式の反復解法のアルゴリズムをきれいにまとめている本です．反復の停止条件も詳し
く書かれています．上記?%9から @
��6	��#�ファイルが入手できます．また， 3:%+%A=� ,A+9A<のソースプ
ログラムも入手することができます．邦訳は第 �版の訳本です． ��&��円 �訳本�．

 �" 藤野 清次# 張 紹良
『反復法の数理』# 応用数値計算ライブラリ# 朝倉書店# 56<= ��2����������#
�''$(

連立 �次方程式の反復解法についての最新のアルゴリズム，ベクトル計算機における具体的なチューニング手法などが紹
介されています．数値計算の原著論文，経歴，写真をまとめた第一章は貴重な資料です． ��2��円．

 !" 一松 信
『数値解析』# 新数学講座 �!# 朝倉書店# 56<= ��2�������-��# �'/�(

やや理論的に踏み込んだ数値解析学の入門書です．内容もさることながら，切れ味鋭い小さい活字の部分が大変参考にな
ります． -����円．

 ." 川上 一郎
『数値計算』# 理工系の数学入門コース /# 岩波書店# 56<= �������'''��-# �'/'(

数値計算の基礎をわかりやすく解説しています．特に計算機内の数値表現の説明が参考になります．具体的な 3
�����プ
ログラムも添付されています． 2�--�円．

 &" 森 正武
『+:�;�D� %%数値計算プログラミング �増補版	』# 岩波コンピュータサイエンス# 岩波
書店# 56<= �������'&����# �'/%(

3:%+%A= ''を用いた数値計算を行なう人は必携の本です． 5���規格と 3
����� !�に対応した新版を期待してい
ます． -�2��円．

 $" 中尾 充宏# 山本 野人
『精度保証付き数値計算～コンピュータによる無限への挑戦～』# チュート
リアル
応用数理の最前線# 日本評論社# 56<= ���-��'�2���># �''/(

有限次元および無限次元の問題の解の存在，一意性と誤差限界を数学的に保証する数値計算法 �精度保証付き数値計算�
を解説した日本初の本です．実践的なアルゴリズムも付いています．章の途中で文体が急に変わる妙も楽しめます．
-����円．

 %" 仁木 滉# 河野 敏行
『楽しい反復法』# 共立出版# 56<= ��-2������2�'# �''/(

見事なタイトルです．������6"�*"�法， 6:%法のアルゴリズム，収束条件が詳しく説明されています．コーヒーブレ
イクに登場する「B教授」の博識には恐れ入ります． 2����円．

 /" 大石 進一
『精度保証数値計算』# 応用数理# 0��(/# ��(. ��''/	 ��(.�E&.(

数値計算の特集記事の一つです． 5���標準 '��の浮動小数点の丸めの特長と:6が提供する丸めモード変換命令を用
いた実用的な精度保証付き数値計算を解説しています．

 '" 小澤 一文
『数値計算法 第 �版』# 情報処理入門シリーズ .# 共立出版# 56<= ��-2���2����># �''$(

<�版の大きさです． 3
����� !�のプログラムと図が豊富に入っています． 2�-��円．

 ��" 杉原 正顕# 室田 一雄
『数値計算法の数理』# 岩波書店# 56<= ������������&# �''.(
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数値計算法の数理的・数学的基礎を解説しています．解答付きの豊富な演習問題も用意されています．数値解析を生業に
しようと思う方ならば買って損はありません． �!!�年に加筆・修正版の第 2刷が出版されました． &�&��円．

 ��" 杉浦 洋
『数値計算の基礎と応用 E数値解析学への入門 E』# 新 情報教育ライブラリ=���# サイエ
ンス社# 56<= ��'��!����&�># �''%(

たいへん読みやすい本です．線形変換の誤差解析が詳しく書かれています．実用的なアルゴリズムも豊富に記述されてい
ます． �����円．

 ��" 洲之内 治男
『数値計算』# サイエンスライブラリ理工系の数学��&# サイエンス社# 56<= ��'��!�
��-'�!# �'%/(

半年程度の講義にあわせた必須の内容を重点的にまとめてあります．理論面・実用面ともバランスのとれた教科書です．
3
�����による別冊の演習本もあります． ��&��円．

 �!" 戸川 隼人
『計算機のための誤差解析の基礎』# -�F�,)����� G 3�)������6�!%# サイエンス社#
56<= ��'��!�������# �'%.(

丸め誤差の累積，近似計算の誤差などをわかりやすく解説した本です．以前はサイエンスライブラリ情報電算機の �冊で
した． �!�!年の第 �刷からソフトカバーに変更になっています．現在，残念ながら品切れ，重版未定です．書店で見か
けたら買っておきましょう．

 �." 戸川 隼人
『新装版 4�-Hワークステーションによる科学技術計算ハンドブック［基礎篇 3言語
版］』# サイエンス社# 56<= ��'��!���&��-# �''/(

�!!2年に出版されたものを定価を大幅に下げた新装版としてまとめたものです．ハンドブックの �&�ページの原稿と
�-�本の 
プログラムを一人で，しかも，半年で書きあげられたそうです．文章は明解かつ含蓄に富んでいます． 
を
用いて数値計算を行なう人は必携の本です． -����円．

 �&" 渡部 善隆
『連立 �次方程式の基礎知識～および7����の消去法の安定性について～』# 九州大学
大型計算機センター広報# 0��(�/# ��(. ��''&	# ��(�'�E!.'(
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むやみに多い連立 �次方程式の数値解法を分類してみた記事です．上記?%9経由で原稿の @
��6	��#�ファイルを入手
できます．

 �$" 山本 哲朗
数値解析入門# サイエンスライブラリ現代数学への入門��.# サイエンス社# 56<= ��'��!�
�����'# �'%$(

タイトルの通り，数値解析学の入門書としてお勧めです．姉妹篇に『数値解析演習』があります． �����円．

論文完成之図
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