
数値計算と誤差の話
～ 浮動小数点演算はどれくらい信用できるか ～

渡部 善隆 �

この解説の主旨は、次の文章に要約されています。
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数値計算をとりまく計算機の発展はものすごいものがあります。今の時点でもっとも高性
能な計算機を ����������	�� �といいます。現在の 
�
�����
����の主流は、ベクトル計算機
といわれるものです。さらに、次世代の 
�
�����
����の座を狙う �超�並列計算機や並列ベ
クトル計算機の研究・開発を各メーカーが �不況の中�膨大な予算を割り当てられながら進め
ています。
これらの 
�
�����
����の進化すべき方向は「高速化」と「大規模化」です。各メーカー

が発表するカタログを見ると、 �� !"#��$とか ��%&'(�$とかいった、高速かつ大容量を
宣伝する文句が踊っています。
しかしながら、数値計算を行なう人なら誰もが心配する、計算の「精度」については、カ

タログにはほとんど書いてありません。また、数値計算と精度との関係が、現在どのような状
況にあるかご存知ない方も多いと思われます。
何を隠そう、私もよく知りません。ただし、次のことは言えます。一般に、皆さんが数値

計算に使われている浮動小数点演算ソフトウェア � ������� )� )**� #�
���� �����では、計
算の際に発生する誤差の厳密な把握は �現在のところ�できません。しかし、誤差の範囲を厳
密に評価する数値計算の品質保証付きのソフトウェアが既に開発・利用され、数値シミュレー
ションだけでなく、微分方程式の解の存在を証明するような解析学的な分野においても、成果
が次々に報告されています。
日本で数値計算の品質保証の大切さが研究者の間で意識されだしたのは、最近になってか

らです。数値計算の品質保証に関する研究は、ヨーロッパ、特にドイツで精力的に行なわれて
います。もし、読者のどなたかがヨーロッパの学会で、例えばある非線形方程式の数値計算な
どの研究発表をされる場合、精度保証付のソフトウェアを使って誤差をきちんと評価した結果
を出してないと、 �ましてや単精度の計算などだったら�ブイブイ突っ込みが来る可能性のあ
る分科会もあるので、特にドイツに行かれる方はご注意下さい。

�九州大学大型計算機センター・研究開発部
����規格に準拠した某 �じつう社では、これを「スーパコンピュータ」とカタカナにしています。一方、新

聞では「スーパーコンピューター」とよんでいます。ここでは、面倒なのでそのまま英語を書きます。
������は一秒間に何回浮動小数点演算ができるかを示す指標。�	ギガ
なので、例えば �������は、浮

動小数点演算が一秒間に ��億回できるという意味。ただし絶対的な計算機の優秀さを示すものではありません。
�この場合、メモリーやディスクの容量の大きさのこと。 
������
���������
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� 計算機で普段何をやっているのか
まず、初心に返って、「計算とはなんぞや」を考えます。『計算』の意味を国語辞典で調

べてみましょう。

けいさん【計算】
���はかりかぞえること。勘定。また、見積り。考慮。
��� 演算をして結果を求め出すこと。

『広辞苑』より

二番めの『演算』の意味を調べてみます。

えんざん【演算】
数式の示す通りに所要の数値を計算すること。運算。

『広辞苑』より

となっています。ものごとを厳密に追究する人 � � あげ足とりのうまい人�でしたら、広
辞苑に向かって

『計算』の説明で『演算』を使い、『演算』の説明で『計算』を使うなんて、ど
ないなっとんねん

と文句をつけるかもしれません。しかし、このような �どうどうめぐり$ は、社会生活に
おける、例えば長い会議�や煮詰まった男女の会話�や飲み屋での酔っ払い同士の愚痴や口喧嘩�な
どによく出てきます。従って、気にせずに先に進みます。
本稿では、計算する ����
����とは �数をいじくること$ だと勝手に定義します。いわゆ

る数値計算のことです。数値計算とは、四則演算 � *� �� �� � �を基本とした数の結合をご
ちゃごちゃやることです。従って、計算機 ����
�����は �数をいじくる機械$ となります。
この決めつけは、情報処理の世界から見れば極めて狭い定義です。なぜなら、近くにある

���
���� で普段みなさんが何をやっているか、先輩 �後輩�や先生 �学生�の様子を見て下さ
い。数値計算以外に、おおよそ次のことに大量の時間を費やしているはずです。

・ ,-.などを使ったデータベースの検索。
・ '(/ や一太郎などを用いた論文作成、文章作成。お絵書き。
・ゲーム。特に ���
���
 が綺麗なもの。
・イメージデータ、特に動画を画面に出して喜ぶ。かつ、そのコレクションの整備。
・実際は使いもしないのに ��0� ばっかりやっている。
・電子メールで他人の悪口をバンバン書く。

これらをまとめると「データの処理を行なっている」とでもいえるでしょう。

�特に午後のねむい会議。
�特に深夜の電話。
�特にセンター職員。
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よく見られる端末の風景

もちろん 
�
�����
���� の世界では、四則演算を基本とした数値計算が圧倒的な主役です。
理由は極めて単純で、 
�
�����
���� はもともと大規模科学技術計算を高速におこなうため
に設計された機械だからです。
文字を打つことを専門にしたワープロは、電卓機能やファイルの管理が可能なものが多く、

���
����といえないこともないのですが、これを計算機とは呼べないでしょう。また、任天
堂を世界へ飛翔させたファミコンも、 ���
����と名がつきながら完全なゲーム専門機であり、
とても計算機とは呼べません。どうやら「計算機2���
����」という訳語の対応関係自体が
実情に合わなくなっているみたいです。
それでは以下、数値計算に関する話題を、「精度保証」というみなさんにはあまりおなじ

みでない切り口から見ていくことにしましょう。

� ������	�
��

誤差の取り扱いを中心に考えると、数値計算は次のように分類できます。

Computation  on  the  computer

Algebraic  Computation

Numerical  Computation

Verified  Inclusions

- computing without errors
- ring of integers or field of rational numbers
- algebraic number fields

- approximation of the exact result
- floating-point arithmetic

- approximation with a guaranteed error bound
- interval arithmetic
- fixed point theorem

Mathematica
CALC

Fortran
C++
Pascal

Pascal/XSC
ACRITH

PROFIL
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以下、この 3つの )��
�������について、簡単な説明を加えます。

��������	 
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�������


���
�
�� �����	
	���とは、計算を誤差なしで行なう手法です。誤差なしという意味を
強調するため、 ���������� �����	
	���とも呼ばれています。
数値計算における ,�������� ���
�������の代表的なものは、有理数演算です。これは、

すべての計算を有理数でやってしまおうというものです。 3節以降で述べるように、浮動小数
点演算の最大の欠点は、実数を近似してしまうことです。それに対して、有理数演算はこの欠
点がなく、厳密な誤差なし計算が可能です。
簡単な例として、 +4進数表現の計算機�の中をのぞいてみます。 +4進数では

+

3
� 4�3333333

といったように、適当な桁で打ち切って近似しないと表現できない実数がたくさんあります。
有理数演算は、これを有理数のまま

+

3
*
+

5
2
6

5

などと計算します。これなら、入力のデータをすべて有理数で与えておけば、 �7���な計算が
可能になります。

ただし、有理数演算には難点があります。たとえば、 �� 
��
+

3
� ���

++

+3
など、無理数の有理

数表現はできません�。また、演算の途中で

5895

++1+3
*

556+

+553:
2
346839418

113;;3;9+

のように、分子／分母がむやみに大きくなって、最後にはメモリーの許容量を越えたり、計算
時間が膨大になったりする場合があります。
この対策として、増大した有理数を分母／分子が小さくなるように区間として包み込みな

がら演算をすすめるシステム <++=なども構築されていますが、これは次の次に出てくる >���?

��	 )��
�������になってしまいます。
また、 �� � � 4 を未知数としたまま

� �
	

���
�
�

�� � ��
�
�

�� ��� 2 ��� ��
�
�

などと積分計算を行なうことが可能な数式処理システムも、台形公式などの近似公式を用い
ず、正確に数学的変形ができるという意味で、誤差なしの ,�������� )��
�������と言えま
す。もっとも、数式処理がちゃんと解けないと役にたちません。

������	�� 
��
�������

�������
� �����	
	���とは、適当な演算を用いて �7���な結果の近似を行なう手法で
す。手法は浮動小数点演算が一般的です。実は浮動小数点演算に対して、固定小数点演算とい
う手法もありますが、これはあまり使われていません。

�実際の計算機は �進数 	つまり � と 
 の世界
が主流です。
�なぜなら、有理数と無理数の共通部分は空集合だからです。
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浮動小数点演算の大きな特徴は、 �7���な計算をあきらめて近似計算に徹した分だけ演算
処理が極めて高速であり、さらに変数が必要とする記憶領域も少なくてすむことにあります。
さて、数値計算をやる方がたまにされている勘違いは、

【誤解その一】
計算させようというモデルがもともと連続量の近似なんだから、
浮動小数点演算の多少の誤差なんて、まあ、どうでもいいや。

とたかをくくられていることです。中には、極端な人になると、次のような思いきり間違っ
た認識をされている場合もあります。

【誤解その二】
浮動小数点演算は、どんなときでも単精度演算で小数点以下 �桁、
倍精度演算は小数点以下 ��桁までの数値精度を厳密に保証する。

実は @�������� )��
�������で生じる誤差は、厳密な精度の保証どころか、場合によっ
てはもとのモデルをたてた意味すら失わせるほど増大する可能性があるのです。この解説は、
上の「まあ、どうでもいいや」と思っている人に「どうでもよくない」ことを警告することが
主眼です。

������� ��	�������

最後の ������� ���������� �>�����	 ���
�������� は、「誤差なし」の ,�������� )��?


�������と「近似」の @�������� )��
�������の中間に位置する手法で、区間演算 ���������

�����������をその基礎においています。
区間演算とは、数値をある幅をもった実数の集合としてとらえ、区間の四則演算を定義す

ることで@�������� )��
�������によって発生する誤差の厳密な把握を行なう手法です。
例えば

�
1 は無理数で、計算機で厳密に表現することはできません。区間演算ではこれを

次のように表現します。
�
1 2 +�6+61 � � � 	 <+�6+6� +�6+;= 
 �� 	 -.A +�6+6 � � � +�6+;


>�����	 ���
�������が可能なソフトウェアでの計算は、出力が �7���な値を包み込んだ
区間の形で出力されます。下は、 +�4 を包み込んだ出力例です。

��	
����������������
� ��













��

区間は、上のように実数の集合として表現されますが、その区間に必ず真の値が存在する
という �数学的に厳密な�保証を与えてくれます。従って、正確な数値結果、即ち計算の品質
保証が欲しい人にとっては、大変役に立ちます。その他、 >�����	 -����
���
についての詳細
は、 <3= を御覧ください。

>�����	 -����
���
の課題は、この区間がどれくらい狭く実現できるかです。また、高い
精度を保証しつつ浮動小数点演算に劣らぬ高速演算ができるのかという、コストの問題もあり
ます。
区間演算は誤差の最悪の結果を想定して包み込みを行ないますので、問題によっては包み

込みの区間が増大し、実用的な値が得られないケースも生じます。
品質保証用数値計算ソフトは、既にいくつかが開発・市販され高い評価を受けています。

また <++=では、有理数演算と区間演算とをあわせた精度保証付きシステムを実現しています。

;



� 浮動小数点を数える
浮動小数点演算は有限の世界です。浮動小数点の集合は、実数のように連続でもないし、

有理数のように無限集合でもありません。実数と有理数の間には、次の関係が成り立ちます。� �
【定理】
実数 	 に収束する有理数列が存在する。さらに、 	 は次のように表現可能である。

	 2 �	 *

�
+4

*

�
+4�

* � � �* 
�
+4�

* � � �

ここで、 �	� 
� は整数、 4 � 	 � �	 � +� 4 � 
� � +4 をみたす。
� �
これを 「+4進数としての 	 の表現」といいます。定理の証明は、名著 <+= をお読み下さ

い。 +4 の代わりに + よりも大きい任意の自然数 � を使った、実数 	 の �進展開も可能です。

	 2 �	 *

�
�
*

�
��
* � � � � �4 � 
� � �� �+�

整数 
 を適当に定め �+� を �� で括り出すと、 4 以外の実数は次のように表現可能です。

	 2 ����
�
*
��
��
*
��
��
* � � ���� �1�

各 �� は整数であり、 4 � �� � �� 4 � �� � � �� 2 1� 3� � � ��です。
計算機の内部では、もちろんこのような表現はできません。展開は一般に無限に続く一方

で、各 �� の情報を格納する記憶領域にも制限があります。
浮動小数点数 �B������ 
���� ������� とは、 �1� の表現を有限桁で打ち切った実数の近似

のことです。例えば � 桁で展開を打ち切る場合、実数 	 の浮動小数点表現 C	 は下の様になり
ます。

C	 2 ����
�
*
��
��
* � � � ��

��
��� �3�

また、
 の値も無限に大きくできません。そこで、自然数 
�� 
� を上限・下限とし
て、�
� � 
 � 
� という制限がつきます。浮動小数点数は、この 6つの自然数 �� ��


�� 
� を使って正確に数えることができます。つまり正の場合、負の場合がそれぞれ �� �
+������
� *
� * +� 個、これにゼロを加えた合計 1��� +������
� *
� * +� * + 個が、正
確な浮動小数点の数になります。

計算機のシステムによって �� �� 
�� 
� の
値は変わります。例えば、  �D��
� �+944E14

の F/#E ������:: (/ システムの倍精度実
数型データは

+8����
�

進数 +6����
�

桁、�86� �� �
��

� 
 � 83����
��

です。従って浮動小数点の数は 1�+;�+8���
�86*83*+�*+ 2 +:153911;85+41:4686+個
となります。

�+944E14

8




 精度の損失
計算機の内部で、数値を一定の桁で近似することを丸め �����	?�G ������ と呼びます。丸

めを �桁で行なえば、当然その先の �*+ 桁以降の情報が失われ、誤差が混入します。この誤
差を丸め誤差 �����	?�G ������といいます。 +4進数展開では、次のようになります。

��
�
	


�
+4�� �� �

実数値

2
��
�
	


�
+4�� �� �

�桁の丸め

*
��

�
���


�
+4�� �� �

丸め誤差

浮動小数点演算では、この有限への近似の影響から、まれにプログラムを組んだ人が期待
する計算値と異なる結果を出力することがあります。ただし、その異なり具合 �誤差の範囲�
が、プログラムを組んだ人の許容する範囲に収まっているかという問題があります。そして、
許容範囲は、計算の目的によって変わります�。
丸め誤差による計算上のトラブルを防止するには、演算桁数、すなわち丸めの数 � を大き

くとるのがもっとも簡単、かつ有効な方法です。一部の計算機やソフトウェアでは、単精度で
も充分な桁数を確保するものもありますが、特に九州大学大型計算機センターの  ������シス
テムを利用する方は

数値計算に倍精度演算を使用するのは常識

と思って下さい。
ただし、ここで慌てて、対偶�	は必ずしも真でないことを、いい添えておきます。誤差の

許容量、およびメモリーや演算速度の関係等、様々な事情があって、単精度を用いていらっ
しゃる場合もありますので���
とかいいながら、 <1= から引用しておきます。

以前は多倍精度演算を用いると「何倍もの計算時間がかかる、何倍もの記憶場所をと
る、だからなるべく使うな」といわれたこともあったが、今日ではコンピュータの性
能に充分な余裕があるので、計算時間や記憶容量などを心配せずに多倍精度演算を用
いることができる。大型コンピュータの場合には倍精度計算も単精度計算のせいぜい
1倍くらいである。計算時間を節約したために誤った結論を出して技術者の信用を失
墜することのないよう、演算桁数は充分長くとっておくことを勧めたい。

戸川 隼人『数値計算』より

次に気をつけるべきことは、数学的に同値な公式だからといって、計算して得られる結果
が同じとは限らないという恐ろしい事実です。もちろん、浮動小数点が実数の「近似」に過ぎ
ない有限の表現であるということが原因です。
ということは、連立一次方程式の解法や、固有値問題、高速フーリエ変換などの、数値計

算の手法がある程度確立された問題については、できるだけ既成のサブルーチンを利用した方
が無難だということです。
例えば、当センターで提供している ��! -- や @F�#,) は、数値計算の専門家が丸め誤

差の影響を最小にするように工夫をこらして作成したライブラリが揃っています。自分で意気

	小数点以下 �桁くらいがあっていれば良い場合や、完璧な精度で結果を要求する場合など様々です。
�
『常識がない奴が単精度で数値計算をする』

:



込んでプログラミングするのも結構ですが、論文の出来を左右するような大事なプログラムを
組まれる場合は、なるだけ評価の確立したライブラリを使用した方がいいでしょう。
以下、ひとつだけ例をあげます。 1次方程式

��� * ��* 
 2 4� � �2 4

の解は、高校時代暗記したように、公式

� 2
������ � 6�


1�

で与えられます。ところが、この公式を直接使ったプログラムを組むと、 � と
�
�� � 6�
 の

関係によっては、精度が極端に悪くなる場合があります。 <6= に、かなりしつこい解説があり
ますので、興味のある方はそちらを御覧いただくとして、ひとつだけ精度が悪くなる例をあげ
ます。
任意の自然数 � について

� 2 +� � 2 ��+4� * +4���� 
 2 +

の場合、解は正確に

�� 2 +4�

�� 2 +4��

です。 � 2 ; の場合は

�� 2 +44444

�� 2 4�4444+

になります。そこで、先の公式をそのまま用いたプログラムと、精度の損失を考慮した ��!

--のサブルーチン .HI.とを単精度で比べてみます。コンパイラは  �D��
��+944E14の  ��?

����:: (/です。
解の公式 >�� ��! -- サブルーチンのプログラムは以下の通りです。� �

������� ����

���� ����
��������
�������

������� ����

� � ���
 ����
 �� !��� ���

�� � � �� " #$�%��&&� � '&�&�� �����
&�� !��� 解の公式
�� � � �� � #$�%��&&� � '&�&�� �����
&��

����%&������

���� �$(��������������� !��� ))* ++の使用
����%&��

��(
� �
結果は次のようになりました。

����




�
 ���
�
 !��� 解の公式
����




�
 ���
�




�������� !��� ))* ++
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解の公式をそのまま適用した場合、 �� の値が 4 に落ちてしまうのに対して、 ��! -- を使
用した場合、精度の損失を防ぐ手法をとり入れているため ��J�<;=�、真の値に近い数値を得て
います。
単精度での計算の場合、 1次方程式などの簡単な公式についても精度の欠落が待ち構えて

います。特に、得られた結果を再度利用して計算を進める反復法をプログラミングされている
方は、精度の悪化に加えて、 - 文判定の間違えや、ゼロ割りを起こしたりなどの、致命的な
誤りをおかしているかもしれません。
上のプログラムでは、少なくとも先ほどの忠告 �<1=�を受け入れて、倍精度演算以上に修正

すれば、結果がゼロに落ちるという危険は防止できます。参考までに倍精度、 6倍精度演算で
行なった結果をあげます。

��� ����������������,� 倍精度
��� 
�



�

,�
�����

��� ���������������������������������,
 '倍精度
��� 
�



�























-�-,'�,�


2� 2�

�� ����

論文提出後、計算ミスを発見した場合の様相の変化
�左から驚愕之図 E 危惧之踊 E 嘆息抱膝之図�
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� 筆算 ��� ��������

続いては、カタログ上では世界屈指の高性能を誇る汎用計算機に搭載された  ������コン
パイラに、紙と鉛筆で敢然と挑戦してみます。� �
【問題】

次の値を計算せよ

�� � ��� � ��� ��� � � �����	�
 ��
 � � �	
����


� �
ちなみに � 2 �� � 6�� � 6�� は次のような馬の鞍の様な形になっています。
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0
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� 2 �� � 6�� � 6�� 等高線

�������での計算
問題の通りに  ������プログラムを組んでみます。念のため、単精度と倍精度で値を出力

させます。� �
������� ���

���� ���--�,���
 
��.��'�
,
��
 
�

����&, �(�--�,���
/
��.(�'�
,
��
/
�

����%&�0#����� �����#��� 1 0���&&' � '&.�&&� � '&.�&&'

����%&�0(�2��� �����#��� 1 0��(&&' � '&.(&&� � '&.(&&'

��(� �
わずか ;行のプログラムです。実行結果は���

#����� �����#��� 1 ���
����'�"�-

(�2��� �����#��� 1 ��-�����-�










となりました。単精度と倍精度で全く値が違います。ためしに、二番目と三番目の項を入
れ換えてみます。
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� �
������� ���

���� ���--�,���
 
��.��'�
,
��
 
�

����&, �(�--�,���
/
��.(�'�
,
��
/
�

����%&�0#����� �����#��� 1 0���&&' � '&.�&&' � '&.�&&�

����%&�0(�2��� �����#��� 1 0��(&&' � '&.(&&' � '&.(&&�

��(� �
もちろん、値は先ほどと同じになる筈です。ところが���

#����� �����#��� 1 ���
�-�
��"�-

(�2��� �����#��� 1 �',��-',�











単精度・倍精度ともに、入れ換える前と異なる結果が出てしまいました。これは、演算の
結果が単精度変数および倍精度変数の持つ情報量ではカバーできなくなったために起きたもの
です。もう少し具体的に、 �� がどのように表現されているか出力させます。

単精度 K ��-�����















 2 +�58;:15:� +4��

倍精度 K ��-��


-

'��,��






 2 +�58;:3448446;;9+5� +4��

本当の値 K ��-��


-

'��,��'��
-
�

本当の値と比較しておわかりのように、下線部以外の必要な情報が落ちています。従って、
これらの情報が欠落した数同士の引き算や足し算を繰り返すと、全く異なった結果が出てくる
ことになります。

��	�で本当の値を求める
情報を欠落させないためには、あくまで近似計算である浮動小数点演算を使わずに、 �7?

��� な計算 ���������� ���
��������をやってしまえばいいわけです。 �7��� な計算として、
ここでは二つの方法を用いて  ������ コンパイラが失敗した計算に再度チャレンジしてみま
す。一つは有理数演算、そしてもう一つは筆算です。
まず、有理数演算ソフトを使って計算を行ないます。ここでは、 ),!)というソフトに登

場してもらいます。以下、 ��の紹介です。

),!) L )?
���� ��������� 
����
��� �����������

���� ���
���K +�1;�4 ? 0+�4

)�
������ ��� +551 I���	 -� %���

��	���	 +553 �� ��
���	� ��
������

),!)は有理数演算を基本とし、様々な数学関数を備え、任意の精度計算が可能な電卓プ
ログラムです。現在のところワークステーションでの動作で、F/#���#は未サポートです。
早速計算してみます。

++



� �

�3 --�,��&&' � '&'�
,
�&&' � '&'�
,
�&&� �

� �
� �

� !��� 答え

�3 --�,��&&' �

� �
� � !��� 一応個別に計算してみる

��-��


-

'��,��'��
-
�



3 '&'�
,
�&&' �

� �
� �

��-��


-


-��'-
-�'�
'


'3 '&'�
,
�&&� �

� �
� �

,,-�
�
,,,�-


�3 ��-��


-

'��,��'��
-
� ���-��


-


-��'-
-�'�
' �,,-�
�
,,,�- �

� �
� �

� !��� 答え
� �
御覧のように計算結果は + になりました。これで正解です。

手計算で本当の値を求める
次は筆算です。上の計算は、基本的に日本の小学校で必ず暗誦させられる「九九 �くく�」

さえ知っていれば解ける問題です。そこで、センター内の暇そうにしていた女の子を捕まえて
計算させてみました。ただし、親切のため問題を変えています。� �
【問題 �修正版�】

次の値が +になることを示せ。

�� � ��� � ��� ��� � � �����	 ��
 � � �	
���

� �
計算を頼んだ人は、まず ��� ��� �� を個別に計算しようとして見事に粉砕されました。原

因は集中力が途切れたため、足し算のときに「くりあげ」を忘れてしまったためです。
以下は、しかたがないので、他の人にやってもらった �� の計算の一部です。

�� � �� の計算の模様
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実際のところ、 �� � 6�� � 6�� が + になることがわかっているので、因数分解したくなる
のが人情です。やってみると、

�� � 6�� � 6�� � + 2 ��� * 1�� * +���� � 1�� � +�

となります。 ��� �� は非負より �� * 1�� * + � 4です。従って、紙の上で �� � 1�� 2 + を示
せば解答になります。これだと 1乗 ���� �� �の計算で事足りるので、何とか出来そうです。
「うーうー」うなっている解答者の後ろで、いち早くこれに気付いた新婚の助教授は「ふ

ふふふ、できた～」と喜んで、解答者にいやがられていました。
ヒントを助教授からもらった解答者も、ようやく解答を得ました。めでたいことです。

� �

� �
解答の一部と歓喜の図

閑話
ところで、手計算にも出てきた �� の計算結果である

+58;:3448446;;9+56:+384+

を「読め」と言われた場合、みなさんはちゃんと読めるでしょうか。つまり、桁を数えればお
わかりのように、“兆”より上の単位をご存知か、ということです。
漢字で書くと、 +58;:3448446;;9+56:+384+は

一千九百六十五垓七千三百京六千四兆五千五百八十一億九千四百七十一万三千六
百一

です。ひらがなで書いてみます。ぜひ、息つぎなしで一気に読んでみて下さい。

いっせんきゅうひゃくろくじゅうごがいななせんさんびゃくけいろくせんよんちょ
うごせんごひゃくはちじゅういちおくきゅうせんよんひゃくななじゅういちまん
さんぜんろっぴゃくいち
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「兆」の上は「京」、その上は「垓」になります。何かの話のたねになるかもしれません
ので、その他の単位の一覧を紹介します。出典は平凡社の『世界大百科事典』によっていま
す。単位は全て仏教用語からきています。単位が大きく（小さく）なるに従って、浮世から
段々はなれていく模様を感じとられて下さい。
もちろん、すでに悟られている方は感じないと思います。

浄 じょう 
���� 沙 しゃ 
��� 京 けい 
���

清 せい 
���� 繊 せん 
��� 垓 がい 
��


空 くう 
���� 微 び 
��� 杼 じょ 
���

虚 きょ 
���
 忽 こつ 
��� 穣 じょう 
���

六徳 りっとく 
���	 糸 し 
��� 溝 こう 
���

殺那 せつな 
���� 毛 もう 
��� 澗 かん 
���

弾指 だんし 
���� 厘 りん 
��� 正 せい 
��


瞬息 しゅんそく 
���� 分 ぶ 
��� 載 さい 
���

須臾 しゅゆ 
���� 一 いち 
 極 ごく 
���

逡巡 しゅんじゅん 
���� 十 じゅう 
�� 恒河沙 ごうがしゃ 
���

糢糊 もこ 
���� 百 ひゃく 
�� 阿僧祗 あそうぎ 
���

漠 ばく 
���� 千 せん 
�� 那由他 なゆた 
���

渺 びょう 
���� 万 まん 
�� 不可思議 ふかしぎ 
��


埃 あい 
���
 億 おく 
�� 無量大数 むりょうたいすう 
���

塵 じん 
��	 兆 ちょう 
���

数の単位一覧

浮動小数点演算の名誉挽回のために
今までの計算結果を見る限り、必ずしも浮動小数点演算が万能といえないことがよくわか

ります。その理由は、浮動小数点演算が「近似」であるということにつきます。
もっとも、与えられた問題の桁数ならば、精度を 6倍精度にまで拡張することで、必要な

情報が欠損することなく正しい答が得られます。プログラムを変更してみます。� �
������� ��


���� ���--�,���
 
��.��'�
,
��
 
�

����&, �(�--�,���
/
��.(�'�
,
��
/
�

����&�- �$�--�,���
4
��.$�'�
,
��
4
�

����%&�0#����� �����#��� 1 0���&&' � '&.�&&� � '&.�&&'

����%&�0(�2��� �����#��� 1 0��(&&' � '&.(&&� � '&.(&&'

����%&�0$2�(�2��� �����#��� 1 0��$&&' � '&.$&&� � '&.$&&'

��(
� �
実行結果は次のようになります。

#����� �����#��� 1 ���
����'�"�-

(�2��� �����#��� 1 ��-�����-�










$2�(�2��� �����#��� 1 ��


































6倍精度になって、ようやく正しい答が得られました。ただし、 6倍精度にすれば全て計
算は大丈夫というのは幻想で、全然正しい答えが出てこない恐ろしい例も作ることができま
す。次の節ではそれを紹介します。
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� もう少し複雑な計算
� �
【問題】

次の値を小数点以下 8桁まで計算せよ

����	��� � ��������� � �� � ����� � �� � ����� �
�

��
���

��� � � 		��	�
 ��
 � � ��
���


� �
これくらい複雑になると、誰も紙と鉛筆で計算してくれません。 �� や ���1�� の手計算に

は、非常な困難がつきまといます。こうなると計算機の出番です。
ちなみに、 � 2 333�:;�� * ���++���� � �� � +1+�� � 1� * ;�;�� * ���1��を � � 4� � � 4

の範囲で図にすると、以下のような �べちゃっ$とした曲面になります。
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� 2 333�:;�� * ���++���� � �� � +1+�� � 1� * ;�;�� * ���1��

�������プログラムに細工をする
以下の細工は、 +556年 +4月現在の  ������ コンパイラのバージョン、および計算機  �?

D��
� �+944E14 の浮動点形式に依存していますので、全ての計算機で同じ結果が得られるわ
けではないことをあらかじめご注意下さい。

�6� を変形して、各精度用の関数を作ります。結果的には細工になるのですが、数式変形
の上では何の問題もありません。

����� �� 2 333�:;�� * ++���� � ���� � +1+���� � 1�� * ;�;�� * ���1�� 単精度用

����� �� 2 �333�:; * ;�;����� * ���++����� * ������ � +1+�� � 1� * ���1�� 倍精度用

����� �� 2 333�:;�� * ���++���� � �� � +1+�� � 1� * ;�;�� * ���1�� 6倍精度用

�� 2 �� 2 ��

+;



以下は関数 ��� ��� �� を用いて作成した、問題の解答用プログラムです。� �
������� ��


���� �����-���
 
�����


�-�
 
��5�

����&, �����-���
/
�����


�-�
/
��5�

����&�- �
���-���
4
���
�


�-�
4
��5


��%����� 5��5��5


����%&�0#����� �����#��� 1 0�5��������

����%&�0(�2��� �����#��� 1 0�5��������

����%&�0$2�(�2��� �����#��� 1 0�5
��
��
�

6

52��%��� 5������

���� ���

5��


��� 
&�&&-"���
 
&�&&'&�&&� ��&&-&�&&������
 
&�&&'&�&&�

7 ���
 
&�&&� "��� 
&�&&, " �����
 
&��

��%2��

��(

6

����&, 52��%��� 5������

����&, ���

5���


���/
 " ��� 
&�&&��&�&&- " �&&�&����
/
&�&&�&�&&��

7 " �&&�&� ��&&- �����
/
&�&&' ���
/
� " �����
/
&��

��%2��

��(

6

����&�- 52��%��� 5
�����

����&�- ���

5
�


���4
&�&&-"�&&�&����
4
&�&&�&�&&���&&-�����
4
&�&&'���
4
�

7 "���4
&�&&, " �����
4
&��

��%2��

��(� �
各関数の式は、数式としては同等なので、 �変形がわざとらしいのが多少気がかりですが�

計算結果も同じ値が一応期待されます。
実行してみます。

#����� �����#��� 1 �����-

-

(�2��� �����#��� 1 �����-

�'

�
��,�

$2�(�2��� �����#��� 1 �����-

�'

�
��,-
�,�,,
'�
'��
�,


アンダーラインの部分の :桁は同じ値です。これから、問題の答えは +�+:1843 になりそ
うな気がします。が���
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����
�����での有理数計算
ところが、この浮動小数点演算にも情報の欠損が生じています。真の値は実はマイナスの値

をとります。では、 ��������� ���
�������で �7��� な計算をしてみましょう。式をみておわ
かりのように、この計算は有理数でデータが入力できます��。従って、有理数演算を用いるこ
とで、正しい値を �有理数の形で�計算することが可能です。
計算ソフトは、さきほどは ),!)を使いましたので、こんどは����������� ��で計算し

ます。����������� は、四則演算を有理数で行なうことが可能であり、その結果を小数点形
式で任意の桁まで表示できます。ただし、残念ながら�����������の汎用計算機版も ),!)

と同様ありません。� �
+�	��1� ����-�� �

� �
� �

82%	��� ��-��

+�	��1� ��


�- �

� �
� �

82%	��� 


�-

+�	
�1� 


����

 �9- " �9���� �9� �9� � �9- ���� �9' ��� " �

� �
� �

����
 �9, " ���� �� �

� �
� �

�'�-�

82%	
�� �������� !��� ����% :��2�

--���

+�	'�1� ;	<��-� �

� �
� � !��� 小数点表示

82%	'�� �
�,��
�-
���'-,�� !��� 値
� �
問題は「小数点以下 8桁まで求めよ」でした。�����������によれば、答は �4�91:358

となり、これで正解です。
これは極端な例だとしても、例えばこの値の正負によって計算プロセスが分岐するなどの

何か大事な目安とした数値計算をしている場合は、その後の処理によっては、とんでもない結
果になる可能性もあります。ぜひ、お手持ちのプログラムをチェックされては如何でしょう。
この例は、浮動小数点演算が全く信用できないことを示しているのではなくて、浮動小数

点演算は必ずしも信用できないことの意地悪な例です。数値計算における精度保証の難しさ
と大事さが多少ともおわかりいただければ幸いです。

�������� � ������
��� ��� � ���
� などと有理数表現できます。
���������  !"#$%&により開発された汎用数学処理システム。高度な計算機能、数式処理機能、２次元・３次

元グラフィックス機能を有する。また、数式は �!$�$%�� '� ��(ソースとして出力可能。グラフィックス出力は
�!)��*$+��コードで出力される。
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� いくつかの実験
この節では、数値計算においてよく行なわれる演算

+� !F分解

1� 連立一次方程式の解法

3� 固有値問題

について、各種専用のサブルーチンライブラリで計算を行ない、浮動小数点演算の信頼度を
チェックしてみます。
もちろん、結果は例題や解法に依存しますので、「適当にやったテスト」として、あまり

真剣にならないようにお読み下さい。

逆行列の作成
数値計算の中で、逆行列自体を求めることはそれほど多くありません。理由は、もとの行

列が ���	 �����7であっても、逆行列は一般に ���	 �����7 ではなく J��� �����7 になり、
大規模計算にまともに使ってしまうと、メモリーがすぐに不足するためと、 �� 分解をした行
列 �これは ���	 �����7になります�さえ領域に確保できれば、連立一次方程式の解法のため
にわざわざ逆行列を求める必要がないためです。
ここでは  ������の組み込み関数の精度と、 �� 分解 をもとにした逆行列作成サブルーチ

ンライブラリの有効性をチェックするため、次の例題を <:= から引いてみました。� �
【問題】

次の �� �行列 � 2 �����の逆行列を求めよ。

��� � �
�

�� �
�
�

� ����
��	

�� �
�

� �
このとき � は ���������� 
�������� �����7 で、逆行列は ��� 2 � となります。した

がって、もとの行列と、計算して得られた逆行列の差がそのまま計算誤差となります。
計算に用いたコンパイラとサブルーチンは次の通りです。すべて計算は倍精度です。

+�  ������:: (/ * ��! --

��! -- <;= のサブルーチンの I,!F と I!F-> を連続して呼び出しています。 I,!F

はクラウト法による �� 分解、 I!F-> は �� 分解された行列の逆行列を求めるサブ
ルーチンです。

1�  ������:: (/ * @F�#,)

@F�#,) <8=のサブルーチンは、�-@>Iを使用しています。方法は �� 分解法です。

3� ��� * �������

��� �
��� +4 のワークステーションの ����)**� に、 #." -! <9= というライブラリ
にあった逆行列を求める ������� を使います。

+9



下表は、 � 2 +4と � 2 +;4について、もとの行列 � 2 �����と、 ��������� ���
�������

で得られた行列 � 2 ����� �数学的には � 2 � のはずです�の誤差 ����� を

����� 
 ��7
�������

���� � ����

で計算した結果��です。

� 2 +4 � 2 +;4

 ������ * ��! -- 3�14;9� +4��� ;�6696� +4���

 ������ * @F�#,) 3�+;43� +4��� +�1::5� +4���

��� * ������� :�1+8;� +4��� 5�6398� +4���

表を見る限り、 ��� * ������� が若干精度がよいみたいですが、どれもまあまあの精度が得
られています。  ������の組み込み関数と、逆行列を求めるサブルーチンの優秀さが伝わって
きます。

連立一次方程式の解法
連立一次方程式の解法として、 <:= から少し性質 �たち�の悪い問題を選んでみました。� �
【問題】

次の連立一次方程式を � 2 1� 9� +4 に対して解け。
�
�������	

�� �
��
�� � ��

� �� � ��

� �� 
 


� 
 
 ��



��������

�
�������	

�


��

��

��



��������
�

�
�������	

��

��

��

��



��������

���

� �
�;� の解は、線形代数を大学時代に習った人ならば、 � を未知数としたまま簡単に紙と鉛

筆で求めることができると思います。

��������	 
��
�������

�����������を使っても、この方程式は �をそのままにして解けます。手順は、以下のよ
うに極めて簡単です。

(������< ��%= �

� �
� � !��� >�%=���%���の起動

>�%=���%��� ��
 5�� )?@A6

6��.���=% ��,,��� B��5��� A�#����=� +���

�� C������� ����=��# ���%������( ��

+�	��1� �������
9������������
�����������
�������
�

����
�
���

 �

� �
� �

��厳密に言えば、 �����の計算にも誤差が混入しています。
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��

82%	��� ��� � �
 � ��� �� ��
� ��� ��� �� ��
� ��� ��� 
� 

� ��� 
� 
� ��



+�	��1� *�����)��:�	����
��������

� �

� �
� � !��� 連立一次方程式を解く

� � � � �

82%	��� ��
 � � " �
 � ' " 
 �
 " � ��� � �
 �� 
 " �
 


+�	
�1� D��%��	<� �

� �
� � !��� 結果を整理する

� � � �

82%	
�� ��
 � � " �
 � � " �
 � 
 " �
 


+�	'�1� 42�% �

� �
� � !��� >�%=���%���の終了

答えはこの結果で正しく、 �;� の解は正確に
�
����	

��
��
��
��



����� 2

�
����	

+4�

+4� * +

+4� * 1

+4� * 3



�����

です。パチパチパチ。

������	�� 
��
�������

続いては、 ��������� ���
�������を  ������で行ないます。当然、 �の値は計算の過程
で具体的に与える必要があります。サブルーチンは ��! --の I!,/を用いて、倍精度で計算
しました。

���

計算結果 真の値
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�
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� 2 1の場合、ほぼ真の値と近い結果が得られました。それでは � を大きくしてみます。

��,

計算結果 真の値
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計算誤差が小数点部分をかなり汚しています。もっと � を大きくしてみます。
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計算結果 真の値
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とうとう整数部分にまで誤差が侵食してしまいました。浮動小数点演算ではこのあたりが限界
のようです。

������� 
��
�������

次は、この連立一次方程式の計算を、精度保証付きのソフトウェアで行ないます。使用し
たものは M������?M������工科大学の "��J ��N�

�� さんが )** 上に構築した #." -!

�<9=� というライブラリです。
#." -!には、与えられた連立一次方程式の解を、区間の集合として包み込む 
�����が組

み込まれています。原理は �� �� .��
 さんの次の定理 ��J�<5=�を、区間作用素の形で実現し
たものです。定理だけを英語で紹介します。記号の説明はパスさせていただきます。� �
�������

!�� � 	 -#-.���� � 	 -#-.� �� ����� ��	 ��� O� 	 -.�� � 	 -.���� � �2 � 	 -#-.�� �

����� ���
���� I����

� 2 � � �� ��O�� ��	 � 2 � �� � ��

���� 2 � * � ���

��� �
�������
 ����� 
���� 
�� �
�������
� -J

���� � ������

���� � ��	 ����� � 	 -.���� � 	 � �
 ���
������� ��	 J�� ����� � 	 � ��� ���P��


������� Q� 2 ���� 
���
��


Q� 2 O�* �����
� �
この定理によって何が言えるのかというと、浮動小数点演算で得られた �� 2 � の近似解

O� と真の解 Q� との誤差評価が、行列 �の可逆性を含め、計算機の中で検証できます。
計算結果は区間の形で表現され、 ���� � ������ という検証条件が満たされた場合、区

間 O� * ���� の中に連立一次方程式の解が必ず存在することを、上のややこしい定理が保証
しています。
以下は、各 � に対し #." -!で行なった ������	 ���
�������の出力結果です。
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� �
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� �
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� �
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区間解析に詳しい方ならご存知の様に、区間解析は“最悪”の場合を想定した演算の定義
がされています。そのため、求める解の存在が保証された区間を提示されても、区間幅が、上
の � 2 +4 のように広がり過ぎて、あまり意味がなくなる場合もあります。
御覧のように、 ������	 ���
�������は、あくまで「近似」に過ぎない浮動小数点演算に

比べ、連立一次方程式の場合は解析的な定理に基づく精度保証を与えている分だけ、 ���������

���
������� に近いといえます。

固有値問題
最後に、これも数値計算の王道ともいえる固有値解析の例題で @�������� )��
�������

のアラを探します。問題は <+4= から拝借しました。� �
【問題】

次の �� �行列 �の固有値を求めよ。


 �

�
��������������	

� �� ��

� � �� 

� � � � � � ���

���

� � �� 


� 
 


� �



���������������

���

� �
�8�を見る限り、それほど誤差が混入するようには見えません。固有値解析のサブルーチ

ンは @F�#,) の M(H.>I を使用しました。 � 2 +:の場合の計算結果を見てみます。

 ����:��2�

���
��,��,-


������������ � 
�
','-,�����

��
�-

-,-�' � 
�
,���,
��-�

��
�--���

- � 
���,��-��
��
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 � 
�������''�'�
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���'
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����
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��
�,-�
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出力結果を見るだけでは、固有値は複素数で、複素平面上 � 2 + を中心にぐるりと分布し
ているようです。数値結果も極端に大きな値ではなく、計算も倍精度で行なっていますので、
これで真の値に相当近い値が得られたと期待されます。
ところが �7���な � の固有値は、多重度 � で + になることがすぐに確かめられます。こ

の場合 � 2 +: ですので、 �の固有値は + が +:個ずらっと出てくるのが正解です。
�����������で計算してみます。 �8�をファイルに作成しておき、読み込ませます。� �

+�	��1� A��(*�#%	EE��%����(�%�00� ;2����� A����(*�#%# �3 C�2�� �

� �
� �

82%	��� ���� 
� 
� 
� 
� 
� 
� 
� 
� 
� 
� 
� 
� 
� 
� ��� ��
�
1

�行列の表示�

1

+�	��1�  ����:��2�#	<� �

� �
� � !�� 固有値の計算

82%	��� ��� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� �
見事に正しい結果が得られました。
この、浮動小数点演算の信頼性を大いに失墜させる例題をこしらえた .��
 さんは <+4=

の中で、「このようなエラーはまれである。しかし�� �� ����� の言葉に耳を傾けるべきで
ある」と、本稿の冒頭にあげたセリフを引用しています。
日本語にするとこんな意味です。

計算結果と真の値が有効性を失うほどの不一致を起こすことは極めてまれである。あ
まりにまれであり、始終そのことを心配する必要はない。
ただし、無視できるほどまれでもない。

� おわりに � 究極の計算とは �

本稿では、数値計算に関わるいくつかの例を、 �精度保証$という視点から見てきました。
計算機ハードと数値計算ソフトの飛躍的な発展は、ひと昔前は手も足も出なかった大規模計算
を次々に可能にしています。さらに、近年は従来の浮動小数点演算にプラスして、区間演算や
有理数演算を取り入れたライブラリも登場しており、数値計算は大規模*品質保証という時
代に既に突入しています。
では最後に、これまであげた計算の分類にまだ入っていない �計算$ があることを紹介し

て、あとがきにかえたいと思います。以下の双子の行なう �計算$ の仕組みがわかれば、みな
さんが冴えた時に行使される �直観$ の正体も解明されるのでは、と私は個人的に考えていま
す。が、もしかしたらこの仕事は哲学者の仕事かもしれません。

13



素数のお話

素数 �
���� �������とは、ご存知のように、 + とその数自身でのみ割り切れる自然数で
す。小さい順にならべると

1 3 ; : ++ +3 +: +5 13 � � �

といったものです。
現在、ある自然数が素数であるか否かを一発で判定する方法は知られていません。
素数を見つける唯一地道な方法は、与えられた数以下の �たくさんある�素数で、その数が

割り切れないことを順番に確かめていくというものです。
例えば、 85: は +: � 6+ と素数どうしに分解できるので、素数ではありません。これくら

いなら何とか判定できますが、『+553: は素数か？』と聞かれると、うなりながら数表をひっ
くり返すしか方法がなくなるでしょう。

�����������には素数判定機能がありますが、値が大きくなると、段々レスポンスが遅く
なってきます。まして、紙と鉛筆でもって、たとえば +4桁くらいの自然数が素数かどうかを
判定することは、仮に出来たとしても膨大な時間がかかります。
ところが、心理学者オリヴァー・ザックスさんの報告によると、世の中には、何らかの方

法で �しかも暗算で�素数の判定をおこなう人が存在するのです。
マイケルとジョンという双子がアメリカのある州の施設に収容されています。双子につい

ての医師の診断結果は、自閉症・精神異常 ���� です。
ある日ザックスさんは、二人が部屋の隅で満足そうに気味の悪い笑みを浮かべながら六桁

の数字を紙に書いて興じているのを見つけました。ザックスさんはそのいくつかを写し、後で
数学の本で調べてみると、すべて素数ということがわかりました。で、

翌日、二人のゲームの仲間入りした。前日数表から写し取っておいた八桁の素数を一
ついきなり二人に突きつけた。二人はびっくりしたように彼を眺め、三十秒ばかりそ
の数を見ていた。それから顔を笑いでいっぱいにした。次に二人は九桁の素数の交換
を始めた。ザックスは、けしかけて十桁にも挑ませた。ザックスの驚愕は続いた。し
ばらく沈黙があって、ジョンは彼に十二桁の数を一つ示した。確認の手段はなかった。
数表には十桁までしか出ていない。しかし、彼はそれが素数であることを疑わなかっ
た。それから一時間後、兄弟は二十桁の数の交換を始めた。

)���� ���
�� R I���� ���
��

�'�� (������
�	�� �J F�
����	 ��
�����
$ 関口篤訳

)���� ���
��さんは、「双子はザックスが八桁の素数を突きつけた時の三十秒の沈黙で何
をしていたのか？」という問いを投げかけています。
はたして、双子はこの三十秒間、何を“計算”していたのでしょうか。
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一見、数値計算をやっていそうな端末の画面

1;


