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チュートリアル

精度保証付き数値計算 (2)

—線形逆作用素のノルム評価
渡部 善隆

1 はじめに
前回は，Banach空間における無限次元非線形方

程式に対する Newton型不動点定式化について紹

介しました．Newton法は線形操作の重ね合わせで

解を求めに行きますので，問題の「とてもよい」近

似解における線形化作用素 Lの評価が重要な課題

となります．今回は，前回，「次回にまわして先に

進」んでしまった作用素 Lの可逆性判定と，逆作

用素 L−1のノルム評価について説明します．また，

L−1 のノルム評価が無限次元固有値問題における

固有値の除外に応用できることを紹介します．主

役を務めるのは，Hilbert空間における直交射影 Ph

とその誤差評価定数 C(h)です．

なお，本稿で登場する 3つの定理の証明は

http://www.cc.kyushu-u.ac.jp/RD/watanabe/

に掲載しています．

2 問題設定
第 1回の 4章において，コンパクト作用素によ

る不動点定式化から導かれる線形作用素 Lを紹介

しました．本稿では，この Lの可逆性と L−1 のノ

ルム評価に限定して説明します．第 1回の用語集

もあわせて参照してください．

2. 1 Hilbert空間と内積

X̂,X, Y をHilbert空間(A3)とし，包含関係: X̂ ↪→
X ↪→ Y が成り立つとします．また，埋め込み:

わたなべ よしたか．九州大学情報基盤研究開発セ
ンター．

X̂ ↪→ X のコンパクト性を仮定します．Hilbert

空間 X，Y に内積 (A1): (u, v )X , (u, v )Y と内積

から導かれるノルム (A2): ‖u‖X =
p

(u, u )X ,

‖u‖Y =
p

(u, u )Y をそれぞれ定義します．また，

X ↪→ Y に対して

‖u‖Y ≤ Cp‖u‖X , ∀u ∈ X (2.1)

を満たす定数 Cp > 0が数値的に取れるとします．

2. 2 目的

線形作用素 A : X̂ → Y , 線形連続作用素 q :

X → Y に対し，

Lu := Au− qu : X̂ → Y (2.2)

が逆作用素 L−1 : Y → X̂ を持つことの証明と，

‖L−1v‖X ≤M‖v‖Y , ∀v ∈ Y (2.3)

を満たす 具体的なM > 0 の値を求めることを目

的とします．L は，第 1 回の式 (4.1) の方程式:

Au = f(u)の線形化作用素に対応しています†1．f

が Frechét微分可能の場合は，適当な近似解 û ∈ X

に対して q = f ′[û]と設定することが一般的です†2

2. 3 Aに対する条件 1: A−1 の存在

出発点は作用素 Aの可逆性です．方針を簡単に

言えば，「A−1のコンパクト性を使って，摂動項 qを

†1 非線形問題から線形作用素が導かれた場合，「線形化 (lin-

earlized)」と表現されます．

†2 q の前にマイナスをつけた理由はそれだけです．
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押さえ込む」です．任意の φ ∈ Y に対してAψ = φ

は一意の解 ψ ∈ X̂ を持つと仮定し，この対応関係

をA−1 : Y → X̂ で表します．また，作用素A−1に

連続性を仮定します．次に，埋め込み作用素 IX̂↪→X

と A−1 との合成写像: IX̂↪→X ◦ A−1 : Y → X を

改めて A−1 : Y → X と置き直します．要素の対

応は以下の通りです．

Y → X̂ ↪→ X

φ �→ ψ �→ ψ

A−1 の値域が，X̂ ではなく広い空間である X ま

で拡大されていることに注意してください．線形

作用素 A−1 の連続性すなわち有界性と埋め込み:

X̂ ↪→ X のコンパクト性より，A−1 は Y から X

へのコンパクト作用素となります．

2. 4 Aに対する条件 2: 内積表現

次に，X の内積 ( ·, · )X とYの内積 ( ·, · )Y に対

して，

(u, v )X = (Au, v )Y , ∀u ∈ X̂, ∀v ∈ X (2.4)

の成立を仮定します．式 (2.4)は，直交射影を用い

た定式化で必要不可欠な条件です†3．微分方程式の

場合，条件 (2.4)は，(Au, v )Y が部分積分によって

X の内積で表現できる，つまり，有限要素法の用

語で言えば「弱定式化できる」ことに対応します．

3 有限次元部分空間と基底
この章では，コンピュータで取り扱うことが可

能なX の有限次元部分空間を導入し，定理で用い

る行列を定義します．

3. 1 有限次元部分空間Xh

X の有限次元部分空間をXh，Xhの次元をN で

表記します．{φi}1≤i≤N をXh の基底とします．

Xh の下添字 “h”は，Xh の X に対する近似度

を表す正のパラメータです．例えば，領域の有限要

素メッシュ幅や，未知関数の有限級数展開の最大項

数の逆数などが hとなります．h→ 0が理想です．

†3 この条件がないと，有限次元の行列が作成できません．

3. 2 Xh の要素のベクトル表現

任意の vh ∈ Xh は，基底 {φi}1≤i≤N を用いて

複素係数 {vi}1≤i≤N との一次結合の形で

vh =

NX
i=1

viφi (3.1)

と一意に表現できます．したがって，基底の一次独

立性より，係数を並べたベクトル:

v = [vi] := [v1, v2, . . . , vN ]T ∈ C
N (3.2)

を決定することができれば，vh ∈ Xh が定まりま

す．ここで，T は転置記号です．

3. 3 行列の定義

X,Y の内積，Xhの基底 {φi}1≤i≤N，および qに

よって構成されるN ×N 行列を，3つ定義します．

[D1]ij := (φj , φi )X , (3.3)

[D2]ij := (φj , φi )Y , (3.4)

[G]ij := (φj , φi )X − ( qφj , φi )Y . (3.5)

ここで，“[D]ij”は行列 D の i 行 j 列成分だとし

ます．D1, D2 は Hermite正定値行列†4ですので，

Cholesky分解可能です．各行列分解による下三角

行列 L1, L2 を

Dk = LkL
H
k , k = 1, 2 (3.6)

で定義します．ここで，H は共役転置記号です．

行列の分解は，式 (3.6)の形になるならば必ずしも

Cholesky分解でなくても構いません．一方，行列

Gの性質は qに依存します．

( qφj , φi )Y = (φj , qφi )Y , 1 ≤ i, j ≤ N

ならば Hermite性が保証されます．しかし，一般

には非 Hermite行列です．また，各行列のスパー

ス性は，基底 φi によって決まります．例えば有限

要素基底ならば，積分が部分領域に制限され疎行列

になりますし，内積で直交する基底を導入すると，

Dk（のどれか）が対角行列になっても，Gが密行

列になる場合もあります．

†4 実 Banach 空間の場合は実対称正定値行列です．
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3. 4 行列とノルムの関係

Xh の任意の要素 vh を

vh =

NX
i=1

viφi, v = [vi] ∈ C
N

と表記するとき，先に定義した行列を用いて

‖vh‖2
X = ( vh, vh )X = vHD1v

= (LH
1 v)H(LH

1 v) = ‖LH
1 v‖2

2,

すなわち ‖vh‖X = ‖LH
1 v‖2 が成立します．ここ

で，‖ · ‖2 はベクトルの 2-ノルム（ Euclidノルム）

です．同様に，‖vh‖Y = ‖LH
2 v‖2 も成立します．

定理の証明では，この関係を最終局面で使います．

4 直交射影と構成的誤差評価
この章では，直交射影と射影誤差を準備します．

これらは次回でも重要な役目を果たします．

4. 1 直交射影 Ph

Hilbert空間 X の有限次元部分空間 Xh は閉部

分空間です．よって内積 ( ·, · )X に対する直交補空

間を

X⊥
h := {u∗ ∈ X | (u∗, vh )X = 0, ∀vh ∈ Xh}

(4.1)

と定めることで，射影定理(A4)より，任意の u ∈ X

は

u = uh + u∗, uh ∈ Xh, u∗ ∈ X⊥
h

と一意に分解可能です．したがって，Xの内積 ( ·, · )X

に対して X の元を Xh の元に対応させる直交射

影 (A4)Ph : X → Xh が

(u− Phu, vh )X = 0, ∀vh ∈ Xh (4.2)

で定義できます．また，式 (4.1)で定義された直交

補空間X⊥
h は，Phの無限次元部分誤差集合として

X⊥
h = {u∗ ∈ X | u∗ = (I − Ph)u, u ∈ X}

と表記することもできます．ここで，I は X 上の

恒等作用素です．

以上より，任意のX の要素 uは，内積 ( ·, · )X に

対する直交射影 Phによって，コンピュータで取り

扱い可能な有限次元Xh の要素とその誤差の形に

u = Phu|{z}
有限次元

+(I − Ph)u| {z }
Phの誤差

と一意に分解されることがわかました†5．

4. 2 Ph の誤差評価

前節で導入した直交射影 Ph に対し，hに依存す

る具体的な数値が算定可能な C(h) > 0が存在し，

‖(I − Ph)v‖X ≤ C(h)‖Av‖Y , ∀v ∈ X̂ (4.3)

を満たすことを仮定します．C(h)は，オーダーが h

という意味ではなく，「h→ 0に依存して C(h) → 0

を期待する」ことを強調する意味でこのように表記

しています．Xh を固定して考えれば C(h)は正定

数です．

評価式 (4.3)は，有限次元と無限次元をつなぐ架

け橋であり，C(h) の算定方法（構成的誤差評価）

それ自身が大切な研究テーマです．詳細は文献 [1]

（ 4.2節）を参照してください．

4. 3 Ph と A−1 と C(h)の関係

ここで，式 (4.3)の意味を φ ∈ Y に対する方程式:

Av = φ (4.4)

から考えます．Aに対する条件 1より，式 (4.4)を

満たす v ∈ X̂ が存在します．この vに対する直交

射影 Phvを考えれば，定義 (4.2)と条件 (2.4)より，

(Phv, vh )X = (φ, vh )Y , ∀vh ∈ Xh (4.5)

が成立します．次に，式 (4.5)を基底を使って書き

下します．式 (4.5)の中の “ ∀vh ∈ Xh” は，N 個

の基底すべてに対する成立条件に置き換えること

ができます．よって，ベクトル v,dを

Phv =

NX
i=1

viφi, v = [vi] ∈ C
N ,

†5 Hilbert 空間における射影定理の重要性をお伝えしたい
がため，この節はややくどい記述になってしまいました．



main : 2011/10/05(08:43)

4 応　用　数　理 ［ 4 ］

d = [dj ], dj = (φ, φj )Y , 1 ≤ j ≤ N

とおけば，Phv は有限次元の線形操作:

v = D−1
1 d (4.6)

により決定できます．また，vと Phvの誤差は，φ ∈
Y のノルム: ‖φ‖Y が計算できるならば，式 (4.3),

(4.4)より定量的に，

‖(I − Ph)v‖X ≤ C(h)‖φ‖Y

で評価できます．以上をまとめます．

1） φ ∈ Y の形が具体的に表現できたとしても，

方程式 (4.4)の解 vを具体的に表現することは一

般に難しい．

2）ただし，直交射影 Phv ∈ Xh の係数ベクトル

は式 (4.6)を用いて決定することができる．

3） vと Phvとの誤差の表現も一般に難しい．し

かし，‖φ‖Y を用いたノルム評価は可能．

次章から紹介する定理では，この性質を用いて，「Phv

が現れたら基底で展開し，(I −Ph)vが出てきたら

C(h)を用いてノルムで押さえる」という手順を繰

り返すことにより得られます．

4. 4 qの条件

直交射影 Ph と線形連続作用素 q : X → Y に対

し，具体的な値が算定可能な ν1, ν2, ν3 ≥ 0が存在

して，次を満たすとします．

‖PhA−1qw∗‖X ≤ ν1‖w∗‖X , ∀w∗ ∈ X⊥
h , (4.7)

‖qw‖Y ≤ ν2‖Phw‖X+ν3‖(I − Ph)w‖X , ∀w ∈ X.

(4.8)

ν1, ν2, ν3 ≥ 0 は q に応じて算定する必要があり，

C(h)や Cp が含まれることがあります．必ず算定

できるという保証はありません，しかし，qの線形

性を用いて頑張ってひねり出す必要があります [2]．

5 線形化作用素の可逆性
以上の準備のもと，L の可逆性判定条件を導く

ことができます．

定理 5.1 N ×N 行列の 2-ノルム:

ρ := ‖LH
1 G

−1L1‖2 (5.1)

に対し，

κ := C(h)(ρν1ν2 + ν3) < 1 (5.2)

が成立すれば，Lは可逆．

証明では，A−1 を用いてX 上の作用素:

L̃w := w −A−1qw (5.3)

を導入し L̃の可逆性を確認に行きます．そのため

に，Fredholmの交代定理(A5)を用いて L̃w = 0を

満たすものは自明解である w = 0のみであること

を示します．ρ, ν1は Phの評価で，ν2, ν3は I−Ph

の評価でそれぞれ必要になります．

条件 (5.2)は，h→ 0に取りさえすれば必ず成立

するように見えます．しかし，必ずしもそうではあ

りません．Lが可逆でない場合は，行列 Gが特異

またはほとんど特異な行列になり，結果として ρを

求めることができなくなります．また，例えば非線

形性の強い問題では，νi の値が大きくなり，C(h)

での押さえ込みが効かなくなることもあります．

さらに，行列の 2-ノルム（スペクトルノルム）

(5.1)は数学的に厳密な上界を与える必要がありま

す．これらの精度保証付き数値計算については，稿

を改めて説明します．

定理 5.1は，たとえば，重調和型方程式に対する

直交基底展開による定式化の場合，行列 LH
1 G

−1L1

を若干修正する必要があります [3]．しかし，証明

はほぼ同じです．

6 L−1のノルム評価

この章では，L−1 のノルム評価方法を 2つ紹介

し，具体的な問題で比較してみます．
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6. 1 可逆性条件を用いたノルム評価

以下は，Lの可逆性条件 (5.2)から直ちに得られ

るM の評価方法です．

定理 6.1 条件 (5.2)のもと，式 (2.3)を満た

すM > 0は 2 × 2実行列:

M =

2
664
ρ

„
1 +

ν1C(h)ν2ρ

1 − κ

«
ρν1

1 − κ
C(h)ν2ρ

1 − κ

1

1 − κ

3
775

に対して，

M = Cp‖M‖2 (6.1)

で定まる．

定理 6.1の証明では，式 (5.3)で定義した L̃−1の

ノルム評価:

‖L̃−1φ‖X ≤ M̃‖φ‖X , ∀φ ∈ X (6.2)

を満たす M̃ > 0が M̃ = ‖M‖2 と一致することを

導き，式 (2.1)を用いてM の評価を得ます．‖M‖2

は 2× 2行列ですので，可逆性条件のための計算が

完了さえしていれば，瞬時にM が求まります．

定理 6.1において，もし，h → 0 にしたがって

κ,C(h), ν1 → 0 になると仮定すれば，

‖M‖2 → max{ρ, 1}

となります．これは，式 (6.1)が与えるM の値が，

理想的な状況においても，Cp より小さくなること

はないということを意味します．

6. 2 L−1 のノルムの直接評価

次に，式 (6.2)を経由せずに，M > 0を直接評

価する方法を紹介します．

定理 6.2 Lの可逆性成立条件 (5.2)のもと，

行列の 2-ノルム:

ρ̂ := ‖LH
1 G

−1L2‖2 (6.3)

に対し，

κ̂ := C(h)ν3(1 + ρ̂ν2) < 1 (6.4)

が成り立つとき，式 (2.3)を満たすM > 0は

M =

p
ρ̂2 + C(h)2(1 + ν2ρ̂)2

1 − κ̂
(6.5)

に取ることができる．

定理 6.2 の証明では，L の可逆性より，任意の

φ ∈ Y に対して Aψ = qψ + φを満たす ψ ∈ X̂ が

取れることを用い，ψを分解したノルム: ‖Phψ‖X ,

‖(I − Ph)ψ‖X を ‖φ‖Y で評価することにより式

(6.5)を導きます．

式 (6.5)において，κ̂, C(h) → 0 (h→ 0) を仮定

すれば，M → ρ̂となります．したがって定理 6.1

と比較すると，評価 (6.5)は下限 Cp の制限がない

という利点をもちます．もちろん，式 (6.3)の ρ̂を

得るためには，2-ノルムの追加計算が必要になりま

す．また，条件 (6.4)が条件 (5.2)より容易に確認

できるという保証はありません．

6. 3 M の評価方法の比較

表 1は，2次元単位正方領域における Emden方

程式を Legendre 多項式基底で離散化した Xh に

対して得られた式 (6.1), (6.5)と ρ, ρ̂の値です [4]．

N は一次元方向の多項式次数です．表 2は，Orr-

Sommerfeld方程式に対する固有値の除外法におい

て，a = 1.019, R = 5776，μ1 = −200+1552.59i,

μ2 = −500 + 1552.59i に対する評価です [5]．区

間 [−1, 1]を N 等分し 3次 Hermite関数で基底を

構成しています．“—”は定理の条件が満たされな

かったことを意味します．ともに倍精度区間演算で

計算を行いました． 表 1では，N = 24で式 (6.5)
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表 1 Emden方程式での逆作用素評価

N Cp‖M‖2 M ρ ρ̂

8 — — 2.74009 0.37933

16 6.45302 0.72551 2.74682 0.37993

24 1.64421 0.50325 2.74719 0.37994

表 2 Orr-Sommerfeld 方程式での逆作用素評価

μ1 μ2

N Cp‖M‖2 M Cp‖M‖2 M

100 3.18150 — 0.65923 —

200 0.81998 — 0.33547 —

300 0.81083 — 0.31211 0.03154

400 1.05682 — 0.37679 0.01121

500 2.04840 0.04698 0.68267 0.00864

が式 (6.1) に比べて 1/3 程度のよい値を得ていま

す．表 2では，可逆性を確認する条件 κ < 1に比

べ，κ̂ < 1を得るためにはより分割を細かくする必

要があることがわかります．ただ，N を大きくす

ると丸め誤差の影響からCp‖M‖2 の評価が悪くな

るのに比べ，反対に式 (6.5)は，κ̂ < 1さえみたせ

ば，格段によい評価を与えることがわかります．

したがって，逆作用素のノルム評価は，与えられ

た問題と近似空間Xh, 特に h > 0に依存して適切

に選択する必要があります．

7 応用例: 固有値の非存在証明

線形作用素の可逆性と逆作用素ノルム評価の応

用例を紹介します [5]．線形作用素 B : X → Y が

‖Bu‖Y ≤ Cb‖u‖X , ∀u ∈ X

を満たすとして，固有値問題:

(A− q)u = λBu (7.1)

を考えます．A, q はこれまでの作用素と同じです．

固有値の除外候補点 μ ∈ Cを用いて式 (7.1)をシ

フトした問題:

Lu = (λ− μ)Bu (7.2)

に対し，Lu := (A− q − μ)u の可逆性の確認とノ

ルム評価 (2.3)が得られるならば，問題 (7.1)の固

有値は μを中心とした半径 1/(CbM)の複素円内に

は 存在しない ということを導くことができます．

図 1はDirichlet境界条件を課した 2次元非自己共

役固有値問題に対する固有値の除外結果です．そ

れぞれの円は与えられた μに対して得られた除外

領域に対応しています．図中の 3つの点は近似固

有値をプロットしたものです．
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図 1 固有値の非存在領域

8 おわりに
今回は，コンパクト作用素と射影誤差定数を用

いた線形作用素のノルム評価を紹介しました．こ

こに紹介した手法の他にも，L−1 の評価方法とし

て，例えば，大石 [6]，Heywood[7]，Plum[8]など

の方法があります．特に Plum の方法は，コンパ

クト性の議論が使えない非有界領域上の作用素に

も適用可能であり，射影誤差 Phを用いた評価も必

要ないという特長を持ちます†6．

次回は，L−1 の直接評価を回避する中尾理論に

ついて紹介したいと思います．
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A 付録: 用語集
本稿に登場した関数解析で用いられる用語を簡

単に説明します．

A1 内積

線形空間 X に対しX ×X から Cへの写像:

[u, v] ∈ X ×X �→ (u, v )X ∈ C

が任意の u, v ∈ X および a ∈ Cに対し

• (u, v)X = (v, u)X

• (au, v)X = a(u, v)X

• (u+ v,w)X = (u,w)X + (v,w)X

• (u, u)X ≥ 0

• (u, u)X = 0 ⇔ u = 0

を満たすとき，内積であるといいます．内積が定義

されている線形空間を内積空間と呼びます．

内積空間X において (u, v)X = 0となるとき，u

と vは直交するといいます．直交性を持つ要素は，

内積から導かれるノルム (A2)に対して ‖u+v‖2
X =

‖u‖2
X +‖v‖2

X が成立することから，歓迎されます．

A2 内積とノルムの関係

内積空間X において

‖u‖X :=
p

(u, u)X (8.1)

とすると，‖u‖X は X のノルムとなります．また

‖ · ‖X を X の内積から導かれるノルムと呼ぶこと

があります．

A3 Hilbert空間

内積空間Xが内積から定義されるノルム (8.1)に

関して完備，すなわち Banach空間であるとき，X

をHilbert空間と呼びます．Hilbert空間はBanach

空間の一種です．有限次元のEuclid空間もHilbert

空間です．

A4 射影定理

U を Hilbert空間 X の閉部分空間とするとき，

X の内積 ( ·, · )X に対し，X の任意の要素 uは U

の要素と U⊥ の要素の和:

u = u1 + u2, u1 ∈ U, u2 ∈ U⊥

に一意に分解されます．ここで，

U⊥ := {u ∈ X | (u, v )X = 0, ∀v ∈ U}

は U の直交補空間と呼ばれます．この分解を直和

分解または直交分解と呼びます．また，u から u1

への対応を直交射影あるいは射影といいます．文

献によっては u1, u2 を直交射影と呼ぶ場合もあり

ます．

A5 Fredholmの交代定理

T を Banach空間X 上のコンパクト作用素とし

ます．この時，任意のゼロでない λ ∈ Cに対し，次

の何れかが成立します．

1）方程式: Tu−λu = 0は非ゼロの解 uを持つ．

2）方程式: Tu − λu = f は任意の f ∈ X に対

して唯一の解 uを持つ．

Riesz-Schauderの交代定理とも呼ばれます．


