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はじめに

学会や研究集会での発表や，そこでの議論を聞いていると，（時間が限られていることもあって）ある

「知識」を持っていることが前提となって話が進んでいく場合がよくあります．特に数値計算の分野では，

「××法」と名のつく方法が山のように登場します．その方法の「意味」がわかっているなら問題なく話

について行けるのですが，何を言っているのかイメージすら掴めないことが往々にしてあります．この場

合，そこからの議論に取り残されてしまい，“ぼやっ～”と聞いているうちに完全に興味を失ってしまい，

「セッションが終ったら何を食べにいこうかなぁ」などと違うことを考えるようになります．それはよろ

しくありません．

この記事は，科学技術計算の主役の一つである連立 1次方程式の数値解法に登場する手法および用語の

解説です． この分野の用語の特徴は，“略語だらけ”で，“よく知らない人の名前が多い”ことです．解説

は最低限の意味の説明にとどめ，数学的な証明や具体的なアルゴリズムはすべて参考文献に押しつけてい

ます．さらに詳しく知りたい方は，記事の終りに文献紹介および「優れた文献を紹介している文献を紹介」

しますので，そちらを御覧下さい．

なお，最後の章で Gaussの消去法の安定性に関する興味ある（ある面で恐ろしい）話題を紹介します．

こちらも「知識」として持っていると，例えば座長をしていて質問に窮したときや，懇親会で知らない人

に囲まれたときなどに役立つかも知れません．

この記事によって，多少ともみなさんの “ぼやっ～”とする時間が減ることになれば幸いです．

なお，本稿は，

渡部 善隆: 連立 1次方程式の基礎知識～および Gaussの消去法の安定性について～,

九州大学大型計算機センター広報, Vol.28, No.4 (1995), pp.291-349.

http://www.cc.kyushu-u.ac.jp/RD/watanabe/RESERCH/MANUSCRIPT/KOHO/GEPP/intro.html

の内容を加筆，修正したものです．

2004年 2月 25日

渡部 善隆

watanabe@cc.kyushu-u.ac.jp

http://www.cc.kyushu-u.ac.jp/RD/watanabe/
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1

第 1章

背景

序章では，連立 1次方程式が数値計算に登場する背景について考えてみます．

なお，厳密に話を進めると定義がたくさん必要になり，読む人を退屈させますので，かなり荒っぽい説

明になることをご勘弁願います．

また，以下特に断わらない限り，小文字は実数（含む整数）または実数のベクトル，大文字は実数の正

方行列を表します．

1.1 線形作用素

連立 1次方程式∗1（linear equations）は，数値計算を試みる人の前に頻繁に立ち現れる問題です．

方程式は
n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, . . . , n (1.1)

で表記されます．未知数は n個の xj(j = 1, . . . , n)です．

式 (1.1)を行列形式で書けば
Ax = b (1.2)

です．連立 1次方程式の数値解法（numerical solution of linear equations）とは，行列 Aとベクトル b

に対し，式 (1.2)をみたす xを数値的に求める方法です．

なお，この記事はすべて実数の世界で考えます∗2．

「1次」とは「線形∗3」のことです．ある作用が線形（linear）であるとは，それが比を保ち，さらに和

に対する作用の結果がそれぞれに対する作用の和に一致することを意味します∗4．

行列 Aは，n次元実ベクトル空間 IRn から同じく n次元実ベクトル空間 IRn への線形な作用素として

見ることができます．

∗1「連立一次方程式」と書くこともあります．
∗2 基本的には，四則演算を実数の定義から複素数の定義に切り替えれることで，複素数にも拡張できます．これは，複素数

z = x + iy が平面上の点 (x, y)にきちんと対応し，無理なく計算手順が拡張できるからです．
∗3 「線型」とも書きます．
∗4 記号で書くと T (v1 + v2) = Tv1 + Tv2, T (av) = aT (v)
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


x1

x2

...
xn


 A−→




y1

y2

...
yn




線形作用素が逆作用素をもつとき，この作用素は正則（non-singular）であるといいます．行列 Aが正

則であるとは，
A−1A = AA−1 = I（単位行列）

となる逆行列（inverse matrix）A−1 がただひとつ存在することです．

連立 1次方程式 (1.2)の解は，逆行列の値がきちんとわかるならば，行列とベクトルの積:

x = A−1b (1.3)

で求めることができます．

ただし，実際の数値計算で逆行列 A−1 を露骨に計算にいくことはそんなに多くありません．A−1 がき

ちんとわからなくても，式 (1.2)をみたす xを求める効率のよい方法がたくさんあるからです．

それらの方法に比べ，逆行列を計算し，積 A−1bの計算で xを求める方法は，多くの手間がかかり，精

度もあまりよくない上，普通は記憶領域を大量に消費します．そのため，逆行列の値がすべて必要になる

などの特別なことがない限り，式 (1.3)の計算を行なわないのが “常識”になっています [47, 75]．

連立 1次方程式の数値解法は，次章以降で概観することにします．なお “線形性”についてのイメージ

が欲しい方は文献 [89]がお勧めです．

1.2 近似モデル

微積分の概念は，自然現象や社会現象を数学の言葉でモデル化することを簡単にしました．

微分方程式や積分方程式のような無限次元∗5の関数方程式を数値的に解く場合は，数学モデルを有限次

元の近似モデルに置き換える∗6ことが必要です．

情報処理技術の急速な発達は，有限要素法・境界要素法・差分法などの近似モデル化の研究を大いに助

けました．

連立 1次方程式は，この近似モデルを具体的な数値にする段階でしばしば登場します．そして，他の計

算∗7に比べ，計算時間がたくさん必要なことと，ちゃんと方程式が解けていないと後でたいへん困るとい

う意味で，数値解析の中心部を占める大切な解法のひとつです．

もう少し詳しく見ていきましょう．

1.3 非線形を線形にするからくり

立てた数学モデルが線形になることはあまりありません．たいていは非線形（nonlinear）な方程式に

なります．

∗5 有限個の基底で表現できないという意味です．連続系ともいいます．
∗6 この段階を「離散化」といいます．
∗7 行列やベクトルを作ったり，収束性を調べたりメッシュを切ったりする作業．
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例えば，流体関係の研究会などに顔を出すと，このような微分方程式をよく見かけます．


∂v

∂t
+ (v · ∇) v = −grad p +

1
Re

∆v

div v = 0

(v と pの境界条件)

(1.4)

式 (1.4)は，Navier-Stokes方程式∗8とよばれる有名な方程式です（詳しい説明は省略します．気になる方

は例えば文献 [57]などをお読みください）．

式 (1.4) などの非線形な方程式を直接解くには，多くの困難がともないます∗9．そこで，数値解析の常

道として，非線形方程式の代わりにある線形方程式の計算をくりかえすことで，近似解の収束列を作り出

すという作戦がよくとられます．

その代表的な方法であるNewton-Raphson法を例にとって説明します．

1.3.1 Newton-Raphson法

うまい具合に関数空間∗10と作用素 F を定義することで，どんな非線形方程式も

F (u) = 0 (1.5)

をみたす uを求めるという問題に書くことができます．F は設定した空間上の非線形作用素です．

設定した関数空間の要素 u(0) で F が微分可能なとき，F (u)を u(0) のまわりで Taylor展開∗11し，3項

目以降を切り捨てて近似します∗12．

F (u) ≈ F (u(0)) + F ′(u(0))(u − u(0)) (1.6)

F ′(u(0)) は F の u(0) での微分として決まる “線形” な作用素で，逆写像 F ′(u(0))−1 を持つと仮定しま

す∗13．

ここで，Taylor展開で近似した式 (1.6)の右辺を 0にするような u(1) を考えます．つまり，線形方程式

F (u(0)) + F ′(u(0))(u(1) − u(0)) = 0 (1.7)

を満足する u(1) を見つけることにします．

F ′(u(0))−1 を式 (1.7)の両辺に作用させ，変形すると

u(1) = u(0) + F ′(u(0))−1F (u(0))

で u(1) が求まります．この u(1) は，最初に適当に決めた u(0) よりも真の解 uに近いことが期待されるも

のです．

∗8 Louis Marie Henri Navierさん (1785–1836)と George Gabriel Stokesさん (1819–1903)の名前に由来します．
∗9 解析的な解を求める時も，数値的な近似解を求める時もです．

∗10 よくみかける空間を記号だけ紹介すると，IRn（自分から自分への写像だと思って下さい）, Lp, L∞, W m,p, Hm, Hm
0 ,

H−1, Cm, C∞
0 などなどです．

∗11 イギリスの数学者 Brook Taylorさん (1685–1731)に由来します．
∗12 微分の定義や Taylor展開の話，また，なぜ近似になるのかなどの説明は省略します．大学の微分積分で必ず習う，1変数の
実関数 f(x)の延長だと思って下さい．

∗13 なぜ “線形”かというと，わけは簡単で，線形になるように決めているからです．関数解析学では F ′(u(0))を線形化作用素
（linearized operator）ともいいます．実際に定式化する場合，F の微分可能性や関数空間の設定を注意深く説明しないと，
関数空間論の人から怒られます．
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そこで，今度は u(1) のまわりで同じように Taylor展開し，つぎの u(2) を

u(2) = u(1) + F ′(u(1))−1F (u(1))

で求めます．

Newton-Raphson法とは，このように適当な初期値 u(0) から出発し，k = 1, 2, . . . について次々に近似

解の列:
u(k) = u(k−1) + F ′(u(k−1))−1F (u(k−1)) (1.8)

を作っていく方法です．

すると，いつかは u(k) と u(k−1) が見わけがつかなくなるくらいに近くなるかも知れません．その時，

u(k) = u(k−1) としてしまい，繰り返しの式 (1.8)に放り込むと

u(k) = u(k) + F ′(u(k))−1F (u(k)),

つまり
F ′(u(k))−1F (u(k)) = 0

となります．この両辺に F ′(u(k))を引っかけて

F (u(k)) = 0

が得られます．つまり u(k) は F (u(k)) = 0の解に限りなく近いに違いない，という作戦です．

Newton-Raphson法は，

非線形作用素 F はごく狭い範囲では 1次式で近似できる

という考え方をもとにした方法で，出発点がもし真の解に十分近ければ，極めて急速に収束することが知

られています．

この節の最初に登場した Navier-Stokes 方程式 (1.4) も，もちろん式 (1.8) の形に記述することができ

ます（具体的な方法は文献 [19]を御覧ください）．

Newton-Raphson法は，簡単に Newton法と呼ばれることもあり，修正 Newton法，準 Newton法，区

間 Newton法など，いろいろな変形版も加え，広く非線形方程式の数値解法に使われています∗14．

Newton-Raphson法をはじめとする非線形方程式の反復解法，近似解の精度的保証などの数学的な考察

は文献 [59, 49]をお読み下さい．

なお，Newton-Raphson 法は，有名な Sir Isaac Newton さん (1642–1727) と Joseph Raphson さん

(1648–1715) に由来します．

1.4 Newton-Raphson法と連立 1次方程式の関係

ここで，本稿の主役の連立 1次方程式が Newton-Raphson法の何処に顔を出すのか探してみましょう．

∗14 昔の数値計算の教科書には「Newton-Raphson法」と書かれていました．しかし，現在は「Newton法」とだけ書く本が増え
ました．しかし，文献 [63]によれば，Newtonさんは確かに方法は示していたものの，一般的な公式にまとめたのはRaphson

さんだそうです．ここでは，10年程前に開催されたシンポジウムで，ある数値計算の大御所が「Raphson氏の偉大な業績を
忘れて，皆 Newton法と呼ぶのはけしからん！ Newton-Raphson法と呼べ！」と吠えていたので，Newton-Raphsonと
書いておきます．
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先ほど考えていた非線形作用素 F は，特に IRn 上の作用素でなくとも構いません．空間が IRn の場合，

F ′(u(k))は F の Jacobi行列となります．

Sobolev空間∗15 などの無限次元の関数空間の場合は，F ′(u(k))を F の Fréchet 微分∗16とすることで，

そのまま Newton-Raphson法が適用できます（無限次元の関数空間の議論は，文献 [45, 55, 51]などをお

読みください）．

しかし，無限次元での定式化の場合は，数値計算のために，何らかの方法で無限次元を有限次元に “射

影する” ことが不可避の作業ですので，計算機の中では結局有限次元の問題，さらに最終的には IRn で

の∗17線形計算に落ち着きます∗18．

式 (1.8)が有限次元空間，特に IRn での反復だとすれば，線形作用素は行列の形で書くことができます．

したがって，Newton-Raphson法の反復式:

u(k) = u(k−1) + F ′(u(k−1))−1F (u(k−1))

の一部である F ′(u(k−1))−1F (u(k−1))は，

ベクトル F (u(k−1))に行列 F ′(u(k−1))の逆行列を左から引っかける

ことを意味しています．

よって反復式 (1.8)は，連立 1次方程式

F ′(u(k−1))û(k−1) = F (u(k−1))

を û(k−1) について解き，この û(k−1) を使って，次の u(k) を

u(k) = u(k−1) + û(k−1)

で求めることと同じです．

そのようなわけで，非線形方程式の数値解法においては，連立 1次方程式を解く必要がしばしば生じま

す∗19．

1.5 行列の次元

有限次元で変数が 1つの，例えば

f(x) = x3 + x2 + x + 1 = 0

を Newton-Raphson法で解く場合，反復列は

x(k) = x(k−1) + f ′(x(k−1))−1f(x(k−1))

∗15 Sergĕi L’vovich Sobolevさん (1908–1989)は，（当時）ソビエトの数学者です．
∗16 René Maurice Fréchetさん (1878–1973)は，フランスの数学者です．
∗17 もっと正確には，実数の計算機で表現できる数で近似した浮動小数点体系での
∗18 つまり，すでに有限次元の非線形問題になっているものを Newton-Raphson法で解くか，無限次元で定式化した Newton-

Raphson法を離散化して解くかの違いです．手法は数値解に対してどのレベルの誤差評価を期待するかで異なります．
∗19 この大きな流れを押さえていないばっかりに，修士論文の発表会で「結局それは何を計算するんですか？」という（温かい）
質問に絶句してしまい，著しく心証を悪くした人を知っています．ご注意ください．
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です．このとき，変数は 1個なので，f ′(xk−1)は 1 × 1の行列です．よって，逆行列はいたって簡単で

f ′(x(k−1))−1 =
1

f ′(x(k−1))

で求まります．

一方，多次元の連立非線形方程式:

f(x) = 0, x = (x1 x2 . . . xn)T , f = (f1 f2 . . . fn)T

の場合∗20，f ′(x(k−1))は ∂fi/∂xj を (i, j)成分とする n × nの Jacobi行列になります [80, 85]．

もともとの問題が無限次元の場合，方程式の次元は通常，離散化する近似空間の基底の数で決定されま

す．差分法や有限要素法などを用いる場合，未知数は領域に打ったノード上の値（ベクトル値や微分値で

あることもあります）に対応しますので，この総数が連立 1次方程式の次元∗21になります．

1.6 精度の問題

さて，いざ連立 1次方程式を解き，数値解を求める段階にくると，誤差（数学モデルの解析解と近似解

の異なり具合）の問題が浮上します．つまり，計算者はどれくらいの精度を数値結果に要求するかという

問題です．

数学モデルとしての非線形方程式の解の存在や分岐現象などの挙動に興味のある人でしたら，収束性や

誤差解析も含めて，数値解に高い精度を要求するはずです．

一方，もともと自然現象や社会現象を数学モデル化し，最終的な数値解をシミュレーションとして利用

したいと思う人の立場から見れば，

既に方程式を立てた段階である程度の誤差が入りこんでいるので，連立 1次方程式
をはじめとする数値計算を完璧な精度で求める必要はないし，また意味もない．

と思うでしょう．

微分方程式などのモデルから出発したとしても，計算にかかるコストの問題から，

どうせ離散化の段階で誤差が入るので，連立 1次方程式の解法に高い精度を追求し
て計算時間を無駄にするより，多少の誤差の混入には目をつむって，高速なプログ
ラムを組もう．

と思う人もいるでしょう．

しかしながら，自分のプログラミング技術はともかく，数値計算を行なう通常の演算方式である浮動小

数点演算を頭から信用するのは少し危険です．

計算機においては，無限桁を持つ実数を有限桁の浮動小数点数で近似することにより発生する計算誤差

（丸め誤差）が必ず混入します．通常は，計算桁数を増やすことなどにより丸め誤算の混入の度合いを押さ

えることができます．しかし，問題によっては，丸め誤差の影響によって，解析解とまるで違う値となっ

てしまう危険もゼロとは言えません∗22

∗20 記号 “T”は，転置を意味します．
∗21 「自由度」と呼ばれることもあります．
∗22 浮動小数点演算における丸め誤差の影響については，例えば文献 [59, 67, 87]を御覧ください．
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少なくとも，学会や研究集会での発表では，「なんとなく実験結果と似ているから大丈夫でしょう」と

いう必殺の切札に加えて，連立 1次方程式を含む数値計算が丸め誤差の混入によって致命的な精度損失を

（多分）起こしていないであろうことを主張するだけの根拠∗23 が必要です．なぜなら，

もし，連立 1次方程式を含む数値計算が丸め誤差によって致命的な精度損失を起こ
していた場合，数学モデルを設定し，数値シミュレーションを行なった意味がなく
なってしまう

からです．

連立 1次方程式の解の信用性については，最後の章で，列変換をともなう Gaussの消去法の安定性の話

題を切り口にして，もっと掘り下げて考えたいと思います．

線形作用素 A =

(
1/2 −1/2

1/2 1/2

)
によって定義

される 2次元ベクトル場（−5 ≤ x1, x2 ≤ 5）

∗23 例えば，問題自体の安定性，行列の性格の良さ，数値計算ライブラリの信頼性，拡張精度との比較，誤差評価，優秀な学生が
プログラムしたから大丈夫，この私が言うのだから間違いない！ etc.
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第 2章

連立 1次方程式

前章では，数値計算の中で連立 1次方程式が出現してくる手順を簡単な例に沿って見てきました．

例から導かれる連立 1次方程式の係数行列 Aは，n次元ベクトル空間 IRn 上の線形作用素であり，Aの

形は非線形問題の線形化の過程で決定されます．そして，立てた数学モデルや離散化の方法によって行列

Aの性質は異なります．

連立 1次方程式の数値解を求める段階になると，行列 Aの形にあわせた様々な解法が登場します．これ

までに提案され，現在も誰かが利用している手法だけでも 100種類以上あるのは確実でしょう．

この章では，線形作用素である行列 Aの性格を分類した後，連立 1次方程式の数値解法を概観したいと

思います．

個別の解法の説明は 3, 4, 5章で行います．

2.1 行列の種類

連立 1次方程式の解法は，行列 Aの形に大きく依存します．そのための基礎知識として，行列用語を簡

単に説明します．

2.1.1 密行列

密行列（dense matrix）は，特に規則性や特徴のない一般の行列のことです．「密」とは，0以外の要素

が行列の中に充満していることを意味します．

密行列


***************
***************
***************
***************
***************
***************
***************
***************
***************
***************
***************
***************
***************
***************
***************



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2.1.2 疎行列

疎行列（sparse matrix）は，成分のほとんどが 0の行列をいいます．偏微分方程式を有限差分法や有限

要素法などにより離散化して連立 1次方程式に帰着させる場合，得られる行列の多くは疎行列です．

疎行列


* * *
*

*
*

*
* *

*
*

*
*

*
*

* *
*

*




2.1.3 帯行列

帯行列（band matrix）は，疎行列であって，かつ 0でない成分が行列の対角線上と対角線の比較的近

くに分布している行列です．また，0でない成分が対角線から遠くに分布している場合でも，帯構造をし

ていれば帯行列と呼ぶこともあります．

帯行列


** **
* * * 0
** **
*** *

* *** **
** *** *
** *** *
* ** **
* *** *
** ** *
** ***
* ***

0 * ***
* **
* *




2.1.4 三重対角行列

三重対角行列（tridiagonal matrix）は，帯行列の特別な場合で，|i− j| > 1の成分がすべて 0な行列で

す．つまり，0でない成分が行列の対角線上と，対角線の前後だけに分布している行列です．三項行列と

もいいます．

Aが三重対角行列の場合，連立 1次方程式や固有値問題を比較的容易に解くことができます．

三重対角行列


**
***
***
*** 0
***
***
***
***
***
***
***

0 ***
***
***
**



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2.1.5 対称行列

対称行列（symmetric matrix）は，aij = aji すなわち A = AT となる行列です．

行列が対称だと，解法の速度，記憶容量，固有値特性，安定性など，いろいろといいことがあります．

2.1.6 対角行列

対角行列（diagonal matrix）は，対角成分以外がすべて 0の行列です．以下，対角行列を表す場合は，

“diagonal”の頭文字をとって “D”と書きます．

対角行列は，すばらしい行列です．なぜなら，逆行列は各成分の逆数をとって並べ直したものですし，

固有値にいたっては，最初から対角成分に並んでいるからです．

対角行列


*
*
*
* 0
*
*
*
*
*
*
*

0 *
*
*
*




2.1.7 下三角行列

下三角行列（lower triangular matrix）は，対角成分より上の部分

{aij | i < j}

がすべて 0の行列です．

以下，下三角行列を表す場合は，“lower”の頭文字をとって “L”と書きます．

下三角行列


*
**
***
****
*****
****** 0
*******
********
*********
**********
***********
************
*************
**************
***************




2.1.8 上三角行列

上三角行列（upper triangular matrix）は，対角成分より下の部分

{aij | i > j}

がすべて 0の行列です．

以下，上三角行列を表す場合は，“upper”の頭文字をとって “U”と書きます．
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上三角行列


***************
**************
*************
************
***********
**********
*********
********
*******

0 ******
*****
****
***
**
*




2.1.9 Hessenberg行列

Hessenberg行列∗1は，i > j + 1ならば aij = 0となる行列です∗2．

つまり Hessenberg行列は，上三角行列に

a21, a32, a43, . . . , ann−1

の部分を加えたものです．

Hessenberg行列


***************
***************
**************
*************
************
***********
**********
*********
********

0 *******
******
*****
****
***
**




2.1.10 正定値行列

正定値行列（positive definite matrix ）は，固有値が全部プラスの値をとるような行列です．いい換え

ると，任意のベクトル x �= 0に対し，2次形式:

xT Ax > 0

を満足する行列です∗3．正値行列，正定符号行列ともいいます．

Aが正定値で，しかも対称行列であれば，いいことが多々あります∗4．

2.1.11 対角優位行列

対角優位行列（diagonal dominant matrix）は，

|aii| >
∑
i �=j

|aij |, i = 1, . . . , n

∗1 K. Hessenberg さん (1874–1925)に由来します．
∗2 上Hessenberg 行列という場合もあります．
∗3 必要十分条件です．固有値 λ と固有ベクトル x に対し xT Ax = λxT x = λ||x||22 であることから，A が正定値ならば

λ > 0です．逆は，固有ベクトルが正規直交系をなすようにとれることと，任意のベクトル xを正規直交系で張ることができ
ることを用いて，xの展開形を xT Axに放り込んで正定値性を導きます．

∗4 ただし，後ほど出てくる Hilbert 行列のように，対称かつ正定値であっても，どうしようもなく性格が悪い行列もあります．
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をみたす行列です．つまり，対角成分が（絶対値の意味で）他の成分を圧倒して “でかい” 行列のこと

です．

優対角行列ともいいます．

2.1.12 M行列

M行列（M-matrix）は，正則かつすべての i �= j に対し aij ≤ 0であり，かつ逆行列の成分すべてが 0

以上の行列のことです．M行列は，物理の世界によく出てきます．対称なM行列は正定値行列になりま

す∗5[37]．

2.1.13 置換行列

置換行列（permutation matrix）は，どの行にも，またどの列にも，ちょうど 1個ずつ 1があり，他は

すべて 0となる行列です．

以下，置換行列を表す場合は，“permutation”の頭文字をとって “P”と書きます．

置換行列 P を Aの左からかけるということは，Aの行の順序を並べかえることを意味し，右からかけ

るということは，Aの列の順序を並べかえることを意味します．

具体的な例をあげます．行列 Aを

A =




a1 a2 a3 a4 a5 a6

b1 b2 b3 b4 b5 b6

c1 c2 c3 c4 c5 c6

d1 d2 d3 d4 d5 d6

e1 e2 e3 e4 e5 e6

f1 f2 f3 f4 f5 f6




置換行列 P を

P =




0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0




とします．すると PAは，

PA =




c1 c2 c3 c4 c5 c6

b1 b2 b3 b4 b5 b6

f1 f2 f3 f4 f5 f6

e1 e2 e3 e4 e5 e6

a1 a2 a3 a4 a5 a6

d1 d2 d3 d4 d5 d6




となります．行列 Aの《1行と 3行》《3行と 6行》《6行と 4行》《4行と 5行》を順番に入れ換えると，

PAになります∗6．2行目はそのままです．

∗5 対称であることをM行列の定義に加えている本もあります．
∗6 巡回置換（cycle）の記号で書くと (13645)です．
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次に，P を Aの右からかけると，

AP =




a5 a2 a1 a6 a4 a3

b5 b2 b1 b6 b4 b3

c5 c2 c1 c6 c4 c3

d5 d2 d1 d6 d4 d3

e5 e2 e1 e6 e4 e3

f5 f2 f1 f6 f4 f3




となります．今度は，行はそのままで列が入れ換わっています．順番に，行列 Aの《1列と 5列》《5列と

4列》《4列と 6列》《6列と 3列》を入れ換えると，AP になります∗7．2列目はそのままです．

置換行列は，行列の分解の際に大変重要な役割を果たします．しかし，“単位行列もどき”の形をしてい

るため，プログラムの中で配列として宣言されることはほとんどなく，あくまでも裏方に徹します．

2.1.14 直交行列

直交行列（orthogonal matrix）は，転置行列が逆行列となるような行列のことです．つまり

A−1 = AT

となる行列です．

以下，直交行列を表す場合は “Q”と書きます．

“直交”の意味は，Aの第 i行と第 j 列の内積が

δij =
{

1 i = j
0 i �= j

となることからきています．

直交行列を複素数に拡張した行列がユニタリ行列（unitary matrix）です．

直交行列は固有値・特異値問題の解法で主役をはります．しかし，連立 1次方程式の数値解法では脇役

のひとつです．

2.2 解法の大まかな分類

連立 1次方程式の数値解法は，次のように大別できます．

連立 1次方程式の数値解法

直接法

反復法

共役勾配法

各方法の組合せ

以下，各解法の特徴をあげます．

具体的な手法は，章を改めて概観します．

∗7 こちらは (15463)です．
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2.3 直接法

直接法（direct method）は，もしも丸め誤差がなければ∗8有限回の演算で厳密な解が得られる解法のこ

とです．

直接法に必要な演算回数は，行や列の入れ換え操作が多少入るので不確定なところがあるものの，計算

する前からわかります．

そのため，行列の性質や精度に関係なく，ほぼ同じ計算時間で答が出てきます．

A, b −→ 有限回の演算 −→ x

行列が密行列であったり，都合のいい性質を持つかどうかわからない得体の知れないものであっても，

計算が失敗しない限り，とりあえず解を出してくれます．そのため，直接法は標準的な解法とされてい

ます．

直接法の弱点としては，行列が疎行列であっても “0が多い”という利点を生かしにくく，計算機の記憶

容量が反復法に比べたくさん必要なことです．ただし，この困難を克服するためのいろいろな工夫も提案

されています．

また，演算回数は普通次数 nの 3乗に比例します．そのため，次数が多くなればなるほど，計算機の性

能をうまく引き出したプログラムを書いておかないと，“有限回で終了する”といいいながらいつまで経っ

ても計算が終らない状況になります．

2.4 反復法

反復法（iterative method）は，適当に選んだ初期値から出発して，真の解に収束していく近似解の列を

逐次作成していく手法です．

反復の各段階では，それまでに得られた近似解の情報を駆使し，より良い近似解を生成する工夫が施さ

れています．

x0 → x1 → x2 → · · · → x

反復法の計算は，行列が 0でない部分を格納する記憶領域があれば可能です．反復法は，理屈の上では

無限解の反復をしない限り厳密解を得ることはできません．そのため，適当なところで反復を打ち切る必

要があります．

また，なかなか収束しないような “たち”の悪い行列もあります．そのため，実際に計算をやってみな

いと演算回数はわかりません．

2.5 共役勾配法

共役勾配法（conjugate gradient method ）は，直接法と反復法の長所をあわせ持った手法として，最

近とみに注目されています．

∗8 つまり，すべてを有理数演算で処理するか，無限桁の精度を持つ夢のような計算機で浮動小数点演算が実行できたならば
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原理的には，丸めの誤差がなければ高々 n回の反復で厳密解が得られます．そのため，直接法の一種と

いえます．
x0 → x1 → · · · → xn = x

が，実際は丸め誤差のためそうはいかず，欲しい精度になるまで反復を続けます．従って，反復解法に分

類されることもあります．

共役勾配法は，行列の形を整える “前処理”をほどこすことにより，格段の収束率の向上が得られ，特

に正定値対称な疎行列の場合に威力を発揮します．

また，非対称行列にも拡張が行われています．

2.6 各方法の組合せ

浮動小数点演算において発生する丸め誤差を考えれば，直接法を用いたとしても厳密解が得られるわけ

ではありません．

出てくる数値結果からできるだけ誤差をなくすために，直接法で得られた結果を反復法で改良する方法

もあります．

また，反復法や共役勾配法の過程で，方程式の一部を直接法を用いて解く方法などもあります．

その他，得られた近似解をもとに，ある集合の中に数学的に厳密な解が存在することを誤差限界ととも

に示す精度保証付き数値計算法（numerical methods with guaranteed accuracy ）もあります [30, 50, 69].
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第 3章

直接法の概要

3章から 5章までを使って，前章で大まかに分類した連立 1次方程式の数値解法をさらに細かく見てい

きましょう．まずは直接法です．

分類はWestlake さんのハンドブック [39]を参考に，最近の数値計算の本によく載っているものだけを

紹介します∗1．

これから紹介する方法は，プログラミングの演習問題としては面白いかもしれないものの，実際の研究

の手助けとするには心細い方法もあります．

3.1 Cramerの公式

名前は大変よく知られています．しかし，数値計算で使われることは滅多にありません．Gabliel

Cramerさん (1704–52) が 1750年に発表した次の定理によっています∗2．

Cramerの公式

Aが正則であれば, Ax = bは唯一の解を持ち, 解は

xi =
|Ai|
|A | i = 1, . . . , n

で与えられる. ただし Ai は Aの第 i列を bで置き換えたもの, | · |は行列式を表す.

むしろ Cramer の公式といえば，上の公式より導かれる 2 × 2 の逆行列の公式:(
a b
c d

)−1

=
1

ad − bc

(
d −b

−c a

)
の方が有名でしょう．

しかし，Cramerの公式を数値計算で使おうとすると，n + 1個の n次行列式を計算せねばなりません．

これは，他の解法と比べて反則のように手間がかかる上に，高精度の演算が要求されます [74]．

そのため，数値計算の手段としてはほとんど役に立ちません．しかし，線形代数のプログラミングの題

材にはいいかも知れません．

∗1 連立 1 次方程式の分類および文献としては，Forsythe さんが 1953年に発表した有名な論文 [12, 13] があります．その中
で紹介してある解法だけでも既に 400を超えています．

∗2 Cramerさんはスイスの数学者です．Cramerの公式は発表の 20年後，Pierre Simon Laplace さん (1749–1827)の紹介
で世に広まりました [20]．
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なお，文献 [61]に Cramerの公式の Fortranプログラムが載っています．

3.2 Hamilton-Cayleyの定理に基礎をおく方法

William Rowan Hamilton さん (1805–65) と Arthur Cayleyさん (1821–95) の名前がついたこの定理

も，これまた線形代数の世界ではよく知られています∗3．
Hamilton-Cayleyの定理

正方行列 A の固有多項式（characteristic polynomial）F (λ) = |λI − A| をとれば, F (A) = 0 と

なる.

この定理を用いて，A−1 を

A−1 =
n∑

i=1

piA
i−1

の形で求めることができます．なお pi は Ai の対角要素の和を用いて順番に求めることができる実数

です．

この方法も，Aのベキを記憶する必要があることと演算回数の問題などから実用的とは言えません．

が，線形代数プログラミングの題材にはいいかも知れません．詳しくは文献 [6]を参照してください．

3.3 三角化に基礎をおく方法

直接法で現在もっともよく使われるのが，三角化に基礎をおく方法です．プログラムが容易に書ける

上，一般の行列に広く適用でき，速度と精度もなかなかのものです．

この手法のもとになる定理は，行列の分解に関する次の定理です．

LDU定理

Aが正則ならば, 適当な置換行列 P を用いて

PA = LDU

の形に分解できる. また, L, U の対角要素が 1のとき, 分解は一意に定まる.

この分解を LDU分解（LDU decomposition）と呼びます．“三角化”とは，行列 Aを Lや U などの

三角行列の積に分解することをいいます．

3 × 3行列で簡単な例を作ってみましょう．P は単位行列となるので省略しています．

A L D U(
2 2 2
2 3 3
4 5 6

)
=

(
1 0 0
1 1 0
2 1 1

)(
2 0 0
0 1 0
0 0 1

)(
1 1 1
0 1 1
0 0 1

)

このように，任意の正則な行列は，適当な行の入れ換え∗4によって，下三角行列と対角行列と上三角行

列の積の形に分解できます．

また，対角行列Dと上三角行列 U の積を改めて U だと考えれば，直ちに次のことがわかります [81, 21]．

∗3 Cayley-Hamiltonの定理ともいいます．
∗4 置換行列 P を左から引っかけることと同じです．
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LU定理

Aが正則ならば, 適当な置換行列 P を用いて

PA = LU

の形に分解できる. また, Lの対角要素が 1のとき, 分解は一意に定まる.

これが有名な LU分解（LU decomposition）です．

LU 分解の形は，先ほどの LDU 分解でDU が一緒になったものです．

A L U(
2 2 2
2 3 3
4 5 6

)
=

(
1 0 0
1 1 0
2 1 1

)(
2 2 2
0 1 1
0 0 1

)

P は行の順序を入れ換えるだけの置換行列ですので，「適当に行を入れ換えた行列 Aを考える」ことで，

正則行列 Aは
A = LU

に分解できると考えることもできます．

行列を LU 分解して，それが何になるかと言えば，この形からスラスラと解が求まるのです [54, 60]．

まず，連立 1次方程式
Ly = Pb

を y について解きます．ここで Lは下三角行列なので，前進代入∗5（forward substitution）と呼ばれる

簡単な計算方法ですぐに y が求まります．次にこの y を右辺として

Ux = y

を解きます．U は上三角行列なので，今度は後退代入（backward substitution）と呼ばれる計算方法で x

が求まります．

さて，この xは何ものかといいますと，先ほど解いた 2つの方程式から y を消去することで

LUx = Pb

の解であることがわかります．ところで，Aは PA = LU と分解していましたので，xは

PAx = Pb

の解です．P は転置行列 PT が逆行列を与えるため正則ですので，結局 xは Ax = bの解であることがわ

かります．

基本的な LU（LDU）分解の方法はGaussの消去法です．しかし，行列の性格に適応させたり，スピー

ドを追求するなどの目的に合わせて多くの変形が考案されています．

3.3.1 Gaussの消去法

本来の意味でのGaussの消去法（Gaussian elimination）は，行列 Aを成分の左端から結果が上三角

行列になるように順番に消していく過程で，bの処理もあわせて行ないます．つまり，LU 分解の過程で

同時に前進代入もやってしまいます [73]．

∗5 前進消去（forward elimination）ともいいます．
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この手順は，“行列の LU 分解が完了したあとで b について前進代入をする” 形に簡単に変更できま

す∗6．

したがって，最近 Gaussの消去法は「LU 分解法」と呼ばれることも多くなりました [70]．

Gaussの消去法は，LU 分解の手法によって，また行列の種類により，さまざまな変種があります．

内積形式 Gaussの消去法

内積形式（inner-product form）では，分解処理を行列の左の列から右の列に，さらに列の上から下に

順次行ないます．

データがすべて主記憶に入りきらない大規模な LU 分解で威力を発揮します [62]．

外積形式 Gaussの消去法

外積形式（outer-product form）は，k = 1, . . . , nに対し，k列の消去にひき続き，k行の分解を行ない

ます．数値計算の本に書いてあるアルゴリズムはだいたいこの方法です．

この方法を応用すると，ベクトル計算機向きのプログラムが組めることが知られています．例えば，行

列をいくつかのブロックに分割した上で，ブロックごとまとめて分解していく方法∗7などです．

縁どり法

Aが対称行列のときに使われることがあります．分解は外積形式と反対方向に行ないます．

行と列をどこかに追加した新しい行列に対して LU 分解する時に便利です [52]．

対称 Gauss法

対称 Gauss法（symmetric Gaussian method）は，行列が対称な場合，その性質を利用し計算の手間

と記憶容量を半分にするように工夫したものです [63]．

3.3.2 Crout法

Crout法は，Prescot D. Croutさんが 1941年に発表した Gaussの消去法の変形版です．

手順は，Gaussの消去法に出てくる中間結果を記録することを省略し，積計算を順に足し合わせていく

ことで LU 分解を行います．順序は異なるものの，計算結果は Gaussの消去法と同じになります．

Crout法は，計算機の性能をうまく引き出すようにプログラムすると Gaussの消去法以上のスピードが

出る場合があり，LU 分解の有力な方法として幅広く使われています [52, 56, 62]．

∗6 この方が，Aはそのまま bを変えて何度も計算する場合に便利です．
∗7 2 段同時消去法 [56]，ブロッキング法などがあります．富士通の数値計算ライブラリ SSL II [92] のサブルーチン VALU は
ブロッキング法を用いています．
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3.3.3 Doolittle法

Doolittle法は，M. H. Doolittle さんが 1878年に発表した論文から名前がつきました．Black法とも

いいます．Doolittle 法も Crout法と同じように積和の形で LU 分解します．

Crout法との本質的な違いは，Crout法が U の対角成分を 1とするのに対して，Doolittle法は Lの対

角成分を 1とするところだけです [15, 39]．

最近は Crout法の方が有名になってしまい，影がうすくなっています．

3.3.4 Cholesky法

Cholesky法∗8は，次の分解定理をもとにしています [38]．

Cholesky分解定理

Aが対称かつ正定値ならば, 下三角行列 Lが存在し

A = LLT

の形に分解できる. さらに, 分解は対角要素を正になるように定めることで一意に定まる.

この分解定理は，文献 [24]によれば，F. R. Choleskyさんが 1916年に発表した方法です∗9．

Cholesky法は，この分解定理を利用し，Gaussの消去法を経由せずに直接 Lを積和で計算する手法で

す．分解ができてしまえば，あとは Gaussの消去法と同様に Ly = bと LT x = y を解くことで解が得ら

れます．

Cholesky 法の計算は，分解の過程で対角成分の平方根を計算することから，平方根法（square root

method）ともいいます．分解は Lを求めるだけなので，演算回数が一般の Gaussの消去法の半分で済み

ます．

Cholesky分解は，Aが正定値でなくても（適当な転置行列を左からひっかけることで）可能です．し

かし，Lの対角要素が複素数になる可能性があります．また，平方根の計算によって，精度が悪くなる場

合があります [64]．

3.3.5 修正 Cholesky法

修正 Cholesky法（modified Cholesky method）は，別名がいろいろあり，変形 Cholesky 法，改訂

Cholesky法，対称 Cholesky法，square-root-free Cholesky法ともいいます．

“みそ”は，Cholesky分解で生じる平方根の計算を回避するところにあります．分解は次の定理が保証

します．

∗8 本によっては “Choleski”と書いてあります．
∗9 文献 [94] には “Andre-Louis Cholesky” と書いてありました．Cholesky さんの連立 1 次方程式に関する寄与を紹介した

Benoitさんの論文 [2]（1924年）によれば，“Commandant” Cholesky はフランス陸軍地誌部に属していて，第一次世界
大戦（大戦争と書いてありました）中の 1918 年に戦死されたそうです．また，Mathematical Tables and other Aids to

Computation Vol.5, pp.112(1951)を見ると，どうやら Rainsford [29]さんという人による Benoitさんの論文（仏語）の
英語訳も存在するみたいです．また，Choleskyの写真が文献 [79]に掲載されています．
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修正 Cholesky分解

Aが対称かつ正定値ならば,
A = LDLT

の形に分解できる. さらに, 分解は対角行列 D の要素を正にすることで一意に定まる.

修正 Cholesky分解は，分解の形から LDLT 分解 とも呼ばれます．修正 Cholesky 分解も，Gaussの

消去法を経由しません．

なお，上の定理は，Aが対称であれば（適当な置換行列を左から引っかけることで）成立します．しか

し，対称正定値行列でないと分解の過程で非常に精度が悪くなることがあることから，通常は Aが対称か

つ正定値の場合のみに使用されます．

LDLT の形の分解ができてしまえば，あとは

Ly = b

と
DLT x = y

を解くことで簡単に解が得られます．

修正 Cholesky法も，Gaussの消去法のように分解の手順でバリエーションが幾つかあります [52]．

外積形式修正 Cholesky法

分解列より後の列を常に更新し，計算済みの列は影響を受けません．Aが帯行列，疎行列の場合によく

使われます．

内積形式修正 Cholesky法

外積形式と反対に，計算済みの行データを使って分解列を計算します．小規模行列に用いられます．

縁どり法

左の行から順番に分解行を求める手法です．Aが帯行列，疎行列の場合に使われます．

スカイライン（skyline）法

envelope法ともいいます．縁どり法の変形で，疎行列の場合に用います．非対称行列にも拡張がなされ

ています．

3.3.6 Bunchの方法

修正 Cholesky法のところで，行列 Aが対称ならば原理的には LDLT 分解できる，しかし，精度が悪

くなる場合があることを述べました．
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Bunchの方法は，J. R. Bunchさんと L. Kaufmanさんが 1976年に発表した手法 [7, 8]で，数値的に

安定した行列の分解を与える方法です．

分解は，次の定理に基づいています．

MDMT 分解

Aが対称ならば, 適当な置換行列 P を用いて

PAPT = LDLT

の形に分解できる. ただし, Lは対角成分がすべて 1の下三角行列, D は高々次数 2の対称なブロッ

クから構成される対称ブロック対角行列.

このような分解は数値的に安定となります．

Bunchさんの方法は，ブロック対角ピボッティング手法，あるいは “MDMT 分解”ともいいます．

分解の後は，順番に Ly1 = Pb, Dy2 = y1, LT y3 = y2, x = PT y3 を計算すれば解が求まります．

数値計算ライブラリ SSL II [91]，NUMPAC [93] は Bunchさんの方法を用いたサブルーチンをサポー

トしています．

3.3.7 越境法

越境法（below-the-line method）は，方程式系 Ax = bを拡張して計算を行う方法です．

Aを拡張した行列M を

M =
(

A K
H 0

)

で定義します．この後は 2つの方法に分かれます．

Croutの越境法

M の n行 n列まで Crout法を適用して Aを LDU 分解する方法です．すると，H とK の形をうまく

決めることで，右辺ベクトル bを変化して作った行列 B に対して A−1B が求まります．

が，はっきり言って記憶領域の無駄使いです．

Aitkenの越境法

こちらは拡張行列M の Aと H の行に Gaussの消去法を適用します．H と K の形により，拡張行列

M の右下に結果として A−1 や A−1B を作り出すのが目的です．

名前は Alexander Craig Aitkenさん (1895–1967) に由来します．興味のある方は文献 [39]を参照して

ください．

3.4 対角化に基礎をおく方法

“任意の正則行列は行と列に有限回の基本操作をほどこすことによって，相似な対角行列に変形できる”

という線形代数の基本的な定理にもとづいた方法です．
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3.4.1 Gauss-Jordanの消去法

Gaussの消去法に似た方法です．対角要素の上の成分も消去することで，最終的に
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の形まで持っていきます．

結果として，Gaussの消去法のように後退代入をやる必要がありません [64]．

Gauss-Jordan∗10の消去法は，掃き出し法（sweep-out method）ともいわれ，昔は盛んに使われていま

した．しかし，演算回数が Gaussの消去法の 1.5倍かかることから，次第に使われなくなりました∗11．

ところが，行消去の演算が 1行目から n行目までの消去が独立に実行可能という性質から，並列計算機

向きの解法ではないかという指摘があります [76]．

3.4.2 逆行列の積表現

積行列法ともいわれます．Gauss-Jordan の消去法に関連した手法で，“これとこれをかけあわせれば

A−1 になる”という乗数表を作り，精度と記憶場所を節約しようという方法です [39]．

3.4.3 合同変換による方法

Aが対称行列ならば，ある直交行列 Rによって

D = RT AR

と対角化できる，という性質を用いて A−1 を生成する方法です．しかし，一般に Aが正定値でないとう

まくいきません [39]し，連立 1次方程式の解が欲しい場合ならば他の方法が有利です．

3.5 直交化法

直交化法（orthoginal method）は LU 分解法などに比べて演算回数がかなりかかるため，連立 1次方

程式の数値解法で実際に用いられることはそんなにありません．

ただし，行列の性質が悪い場合や，他の解法の安定性が信用できないときに，精度の比較で引っ張り出

されることがあります．

また，最近は，安定した前処理手法としても注目を集めています [3]．

∗10 “Jordan” は，有名な数学者 Camille Jordan さん (1838–1922) でなく，ドイツの測地学者 Wilhelm Jordan さん
(1842–1899)の名前からきています．しがたって，ドイツ語読みをすれば「ヨルダン」が正しいそうです [94]．

∗11 最近の数値計算の本ではあまり紹介されません．
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3.5.1 直交ベクトル法

英語で書くと “method of orthogonal vectors” です．Aが対称なとき，Aに直交するベクトルを順次

作ることで
LALT = D

の形に分解します．Lは下三角な直交行列です．これより

A−1 = LT D−1L

が簡単にわかり，従って xが計算できます．この方法は一般の行列にも拡張できます [39]．

3.5.2 直交行列法

直交行列法（method of matrix orthogonalization）は，固有値の代表的な計算手順である QR分解か

ら導かれます [64, 80, 76]．

QR分解

Aが正則ならば, 直交行列 Qと上三角行列 Rが存在して

A = QR

の形に分解できる. また, 分解は Rの対角成分をすべて正になるように定めれば一意である.

QR分解で方程式は
QRx = b

となるので，まず
Qy = b

を解きます．Qは直交行列なので転置すれば逆行列になり，

y = QT b

で求まります．次に Rは上三角行列なので，

Rx = y

を後退代入でスラスラ解けば終りです．

QR分解を行なう主な算法は

• 修正 Gram-Schmidt直交化法∗12

• Householder変換による方法∗13

• Givens変換による方法∗14

です．これらは，固有値計算や最小自乗法でよく使われる手法です [81]．

∗12 J. P. Gramさん (1850–1916)と E. Schmidtさん (1876–1959) の名前から来ています．
∗13 A. S. Householderさん (1904–1993)が考案した方法です．原論文 [23]は簡潔にまとめられています．
∗14 J. W. Givens Jr.さん (1910–1993)が考案した方法です．
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3.6 分割法

分割法（partitioning method）はブロック分解法ともいい，行列が記憶領域に入りきれない場合などに

使います．プログラム演習の題材にできそうな方法ばかりです [39]∗15．

3.6.1 分割計算法

正則な実行列の逆行列を，低い次数の逆行列を用いて計算する方法です．計算時間の節約にはなりま

せん．

3.6.2 縁どり法

縁どり法（bordering method）は分割計算法の変形で，n − 1次の行列 An−1 の逆行列がわかっている

場合，An−1 に 1つの行と列をつけ加えた（縁どりした） n次の行列 An の逆行列を求める手法です．

3.6.3 エスカレータ法

エスカレータ法（escalator method）は，J. Morrisさんが 1946年に発表した方法です．

k を行列の次数とすると，低い次数から順番に

Akxk = bk k = 1, 2, . . . , n

として方程式を解いていく方法です．

3.6.4 階数零化法

階数零化法（rank annihilation method）は，H. S. Wilfさんが 1959年に発表した方法で，逆行列が既

にわかっている B とベクトル u, v を用いて A = B + uvT と書けるとき，Aの逆行列を

A−1 = B−1 − (B−1u)(vT B−1)
1 + vT B−1u

で求める方法です．逆行列の値が必要な場合は使えるかもしれません．しかし連立 1次方程式の解だけが

欲しい場合には，計算時間の関係からあまりお勧めできません．

3.7 三重対角行列専用の方法

微分方程式の離散化の過程では，しばしば三重対角行列が現れます．Aが三重対角行列の場合，その性

質を存分に生かした専用の手法があります．

∗15 速さや精度はともかく，これらの連立 1 次方程式の数値解法が提案された背景や数学的な証明を丁寧にフォローし，プログ
ラムを組んで性能や問題点を調べるのは面白のではと思います．



3.8 疎行列, 帯行列専用の方法 26

3.7.1 Gaussの消去法, Cholesky法

一般の Gaussの消去法, Cholesky法を三重対角行列向きに書き直した方法です．

通常の問題が O(n3)の計算時間を要するのに対し，三重対角の性質を使えば O(n)で済みます．

3.7.2 cyclic reduction法

もとの方程式に適当な消去処理をすることによって，元数が半分の三重対角方程式に縮小（reduction）

させます．この方程式を更に半分に縮小することを繰り返し（cyclic），最終的に次数を 1次まで落してし

まって得られる解を逆にたどり，すべての解を求める方法です．

縮小処理はすべて並列に処理できるので，ベクトル計算機，並列計算機に適した手法です [92]．

3.8 疎行列, 帯行列専用の方法

直接法の最大の弱点は，もとの行列 Aを何らかの方法で変形するため，もともと 0だったところがどん

どん汚されていく（“fill-in”と呼ばれます）点です．

そのため，大次元の行列の場合には，記憶領域の確保の問題が生じます．

LU 分解による行列の変化

次の図は，2次元正方領域で定常 Navier-Stokes 方程式の近似解を有限要素法で求めたときの行列の分

布図です∗16．□は成分が 0 でない場所を表します．■は成分が 0のところです．有限要素法の分割を細

かくすると，行列はどんどん “疎”の度合を増します．つまり■が多くなります．

LU 分解前の行列の形

∗16 同次境界条件で領域は四角形で等分割しています．近似は，流れ場が区分 2 次，圧力場が区分 1 次です．Graphics は
Mathematica の ListDensityPlotを使いました．
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この行列 Aに Gaussの消去法による LU 分解をかけます．Lは Aの下三角部分に，U は上三角部分に

それぞれ格納されます．

LU 分解後の行列の形

LU 分解の結果，□の部分がほとんどを占めるようになりました．このため，□の部分に対応した記憶

場所を計算機内に確保しておく必要があります．

大規模な行列に何も考えずに直接法を適用すると，領域確保の問題で悩むことになります．

しかし，Aが帯行列ならば話が別です．次の図は，先ほどの LU 分解前の図から，対角付近の一部を抜

き出した行列です∗17．

LU 分解前の行列の形（帯行列）

この帯行列に Gaussの消去法による LU 分解をかけます．

∗17 Laplace作用素が 2つ並んでいるみたいなものです．
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LU 分解後の行列の形（帯行列）

帯行列の場合，Gaussの消去法の過程で，対角線からある程度離れた成分（帯の外側）は，ずっと 0の

まま変化しないことがわかります．

この性質を生かすと，計算時間と記憶場所を節約する帯行列専用のプログラムを書くことができま

す [58]．

Aが疎行列の場合も，wavefront 法やスカイライン法，DM分解に基づく方法など，行列の特殊性を生

かした解法が開発されています [9, 52, 64, 80]．

3.9 現在人気の解法

LAPACK, NAG, IMSLなどの著名な数値計算プログラム・パッケージでは，直接法のアルゴリズムに

基づくサブルーチン，関数が利用できます．

次の表は，九州大学情報基盤センターで現在公開している富士通株式会社提供の数値計算ライブラリ

SSL II, NUMPACの中から，実係数の連立 1次方程式に関する直接解法をまとめたものです．

行列の形 SSL II NUMPAC

一般の行列 Gaussの消去法での LU 分解 Gaussの消去法での LU 分解

Crout法での LU 分解 Doolittle 法での LU 分解

Householder変換による QR分解 Householder変換による QR分解

特異値分解法による最小二乗最小ノルム解 特異値分解法による最小二乗最小ノルム解

対称 Bunchの方法でのMDMT 分解 Bunchの方法でのMDMT 分解

帯 Gaussの消去法での LU 分解 Gaussの消去法での LU 分解

三重対角 Gaussの消去法での LU 分解 Gaussの消去法での LU 分解

cyclic reduction法

対称・帯 Bunchの方法でのMDMT 分解 Bunchの方法でのMDMT 分解

正定値・対称 修正 Cholesky法での LDLT 分解 Cholesky法での LLT 分解

（修正）Cholesky法での LLT（LDLT）分解

正定値・対称・帯 修正 Cholesky法での LDLT 分解 （修正）Cholesky法での LLT（LDLT）分解

正定値・対称・三重対角 修正 Cholesky法での LDLT 分解 Cholesky法での LLT 分解
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行列の形に対応していろいろな算法が提案されているものの，やはり LU 分解などの “三角化に基礎を

おく方法”がほとんどです．

数値計算ライブラリを利用する場合には，行列の構造に合うものを選択するのが普通です．しかしなが

ら，関数・サブルーチンの性能によっては，記憶領域の節約を考えるあまり処理速度が遅くなるというこ

とも起こり得ます．

例えば，対称行列専用のサブルーチンは，一般の行列用のサブルーチンに比べ，半分の記憶領域（行列

について）で実行できます．だからといって，実行時間が半分になるとは限りません．

ベクトル計算機 FUJITSU VP2600/10 で SSL II のサブルーチンを用いて実行速度を調べました．

DLSIXは対称行列専用，DLAX, DVLAXは一般行列用で，DVLAXはベクトル計算機向きにチューニングされ

ています．
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記憶領域節約型の DLSIXが一番遅くなっています．

次に対称正定値の場合を調べましょう．DLSX, DVLSXは対称正定値専用のサブルーチンです．DVLSXは

ベクトル計算機向きにチューニングされています．
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DVLSXは期待通りの性能を見せました．しかし DLSXはまったく性能が出ていません．

このことから，実際にアルゴリズムをプログラムとして組む場合や数値計算ライブラリを利用する場合

には，記憶領域の節約だけでなく，計算機の性能にあわせたチューニングへの配慮も大切だということが

わかります．
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第 4章

反復法の概要

反復法は，直接法と比べはるかに種類が多く，（筆者には）とても詳細に分類する力量がありません．こ

こでは，とりあえずの分類と，その中でよく知られた手法を限定して紹介します．

4.1 反復法の分類

「反復法」と名がついているからには，何かの式を反復しながら収束する近似解を作るんだろうという

ことはすぐに察しがつきます．

反復法は大きく線形定常反復法と線形非定常反復法に分かれます．

4.1.1 線形定常反復法

線形定常反復法（linear stationary iterative method ）は，一定（定常）の処理を繰り返すことによっ

て近似解を作成する方法です．反復列の作成は以下の通りです．

線形定常反復法

適当な初期値 x0 から出発して,

xk = xk−1 + R(b − Axk−1), k ≥ 1 (4.1)

を気がすむまで繰り返す. ただし Rは A−1 の近似であることが望ましい.

式 (4.1)の “b − Axk−1”は，xk−1 が解に近ければ小さくなることが期待される “残差”です．

実際，R = A−1 であれば，一回で反復は収束します．もっとも，そんなことが最初からできるなら苦労

はしません．

線形定常反復法では，「どんな Rを選べばいいのか」が最大のポイントになります．

4.1.2 線形非定常反復法

線形非定常反復法（linear nonstationary iterative method ）は，各反復ごとに変化する情報を取り込

みながら計算を進めるという点で定常反復法と異なります．

線形非定常反復法の多くは，反復によって直交するベクトル列を作り出すという考え方に基づいてい

ます [1]．その代表的な方法のひとつがKrylov部分空間法（Krylov subspace method）です．この方法
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は，k 回目の反復における近似解 xk を，ある初期ベクトル r0 から生成される空間（Krylov空間と呼ば

れます）:
span{r0, Ar0, A

2r0, . . . , A
k−1r0}

を用いて構成する手法です．次章で述べる共役勾配法は，Krylov部分空間法の中でもっとも有名な方法

だと言えます．

この章では，共役勾配法以外の手法について概要を述べます．

4.2 反復法の創始者

反復法の歴史を遡ると，有名な Carl Friedrich Gaussさん (1777–1855) までたどりつきます．

Gaussさんは 1823年に弟子の Christian Ludwig Gerlingさんにあてた手紙で，連立 1次方程式を解く

ために反復法を使うことを推奨しています．

Gaussさんの考えた反復法は，次数が大きくなりすぎて消去法での手計算が難しくなった場合，方程式

を 2 つ以上の系に分け，その系を順次解きながら近似解を生成し，望むまで繰り返すといった手法でし

た [20]．Gaussさんは手紙の中にこんなことを書いています∗1 :

You will hardly ever again eliminate directly, at least not when you have more than

2 unknowns. The indirect procedure can be done while one is half asleep, or while

thinking about other things.

Gauss さんから Gerling さんへの手紙（1823）

Gaussさんの反復手法は，手紙をもらった Gerlingさんからドイツの数学者のサークルに広まり，その成

果に興味を持った Jacobiさんと，その弟子の Seidelさんに引き継がれます∗2．

なお，反復法についてのさらに詳しい歴史は，文献 [5]を参照してください．

4.3 Jacobi法

Jacobi法は，ドイツの数学者 Carl Gustav Jacob Jacobiさん∗3（1804–1851）が 1845 年に発表した

もので，式 (4.1)で R = D−1 と選ぶ方法です．ただし，D は Aの対角成分を要素とする対角行列です．

式 (4.1)を R = D−1 として変形すると，Jacobi法の反復列は

xk = (I − D−1A)xk−1 + D−1b

となります．

Jacobi法の収束については，以下のことが知られています [74]．

Jacobi法の収束条件

Aが対角優位行列ならば Jacobi法は収束する.

∗1 原文はドイツ語です．英語訳は文献 [11]から抜粋しました．
∗2 Gauss-Seidel法の由来はここからきています．もっとも，Forsytheさんによれば，現在 “Gauss-Seidel 法”とよばれる手
順について Gaussさんが言及した形跡はどこにもなく [11]，Sidel さんにいたってはこの方法についてふれたあと「この方
法は使わない方がいい」と書いてあるそうです [13]．

∗3 何といっても理科系の学生を悩ませる “Jacobian”で広く知られています．強烈な性格だったらしく，人の反感を買うこと
が多かったそうです．晩年は財産を失い，健康を損ね，業績も振るわず，不遇のうちに亡くなりました [95]．
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実際の計算において，Jacobi法は収束がかなり遅いため [81]，収束速度を速める工夫が必要です．

なお，Jacobi さんの連立 1 次方程式に対する取り組みが文献 [20] に詳細にまとめられていますので，

興味のある方はお読みください．

4.4 Richardson法

Lewis Fry Richardsonさん（1881–1953）は 1910 年，式 (4.1) の特別な場合として，Rを反復によっ

て変化するスカラー αk−1 とおき，この手順を最適化する αk−1 の決定方法を提案しました [37]．

また，適当な実数 αで R = αAT とおく手法も Richardson法といいます．

4.5 Gauss-Seidel法

Gauss-Seidel法は，1862 年に Philipp Ludwig von Seidelさん (1821–96) によって発表され，1874

年にきちんとした形で著作となりました [5]．

まず，行列 Aを分離します．
A = L + D + U

L: Aの下三角部分, ただし対角部分は 0

D: Aの対角部分

U : Aの上三角部分, ただし対角部分は 0

Gauss-Seidel法は R = (L + D)−1 と選びます．これを式 (4.1)に放り込むと，

xk = D−1(b − Lxk − Uxk−1)

となります．Lが下三角行列なので，この式は，xk の i番目を計算するとき，前回の xk−1 を使う代わり

に，既に i − 1まで計算されている新しい xk の要素を使用することを意味しています．

Gauss-Seidel法の収束について，次のことが知られています [70]．

Gauss-Seidel法の収束条件

Aが対角優位行列，または対称かつ正定値行列ならば, Gauss-Seidel法は収束する.

Gauss-Seidel法は，Jacobi法に比べいくぶん収束性がよくなっています [37]∗4．

4.6 SOR法

SOR法（successive over-relaxation method）は，過剰緩和法，逐次過緩和法ともいいます．

SOR法は，S. P. Frankelさんと David M. Youngさんがほぼ同時に発表した方法で，Gauss-Seidel法

の収束を加速させるため，加速係数 1 < ω < 2を用いて R = (L + ω−1D)−1 とするものです．

これを式 (4.1)に放り込むと，

xk = (D + ωL)−1
(
ωb + ((1 − ω)D − ωU)xk−1

)
(4.2)

となります．ω = 1のときが Gauss-Seidel法です．

∗4 5.7節に出てくる前処理技法は反復法にも適用でき，現在も盛んに研究されています．
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ω > 1のとき Gauss-Seidel法に比べ “過剰”に修正されるため，過剰緩和法の名前がつきました．

式 (4.2)を書き直すと，次の反復と同じです．

yk = D−1(b − Lxk − Uxk−1),

xk = xk−1 + ω(yk − xk−1).
(4.3)

SOR法の収束については，A. M. Ostrowskiさんが 1954年に示した有名な定理があります [37]．

Ostrowskiの定理

Aが正定値かつ対称で D + ωLが正則ならば, 0 < ω < 2の範囲で SOR法は収束する.

最適な ω となる理論値はわかっています．しかし，実際にどのように選んだら収束が加速されるかは多

分にケースバイケースで，これに関して多くの研究がなされています [37, 64, 81]．

SOR法の最大の利点は，プログラムが簡単に書けることで，現在も流体解析の分野を中心に根強い人

気を保っています [71]．

以下，SOR法の仲間を紹介します．

4.6.1 SLOR法

SORの反復式 (4.3)の計算では，D−1 が必要です．しかし，D は対角行列なので，逆行列は 1をDの

各要素で割ったものとして簡単に求まります．

では，SOR法において，この D の部分が三重対角行列になるように A = L + D + U と分解したらど

うなるでしょうか．ただし，分解された Dは少なくとも正則でないとだめです．

反復は式 (4.3)と同じです．違うのは，三重対角行列に関する連立 1次方程式:

D−1(b − Lxk − Uxk−1)

を直接法で解く必要が生じるところです∗5．

この方法を SLOR法（successive line over-relaxation method∗6）または過剰線緩和法，逐次線過緩

和法といいます．

SLOR法は，直接法と反復法を組み合わせた方法で，収束性の向上，精度の安定などが報告され，1950

年代終りから 1960年代にかけてアメリカで大いに使われました．

SLOR法を更に拡張した∗7方法が S2SOR法（two-line successive over-relaxation method）です [37]．

4.6.2 SSOR法

SOR 法の反復行列は一般に非対称です．反復行列を対称に保つ方法が SSOR法（symmetric SOR

method）です．

後で出てくる Chebyshev加速法と組み合わせて収束性を高めると，なかなかの性能を発揮します．

また，よく似た方法に USSOR法（un-symmetric SOR method）があります [64]．

∗5 厳密には直接法で解く必要はありません．
∗6 “線”の意味は，差分化した未知数の格子点の線を単位としてあつかうことに由来しています．
∗7 D のバンド幅を大きくした
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4.6.3 SBOR法

Aを小行列のブロックに分割して，それぞれに SOR法を適用する方法が SBOR法（successive block

over-relaxation method ）です．

係数行列が対角成分に集まっている場合に威力を発揮します [64]．

4.7 ADI法

ADI法（Alternating Direction Implicit method ）は，D. W. Peacemanさんと H. H. Rachford Jr.

さんが 1955年に発表した方法で，交互方向法ともいいます．

ADI法は，2次元 Laplace方程式，Poisson方程式∗8，熱伝導方程式の陰解法などの差分法でよく用い

られます [66]．

A1, A2 を対称かつ正定値かつ対角要素が正でそれ以外が非正の行列，D を非負の対角行列とします．

もし，
A = A1 + A2 + D

と分解できるとき，適当な行列 E1, E2 をとれば，Ax = bは

(A1 + D + E1)x = b − (A2 − E1)x,

(A2 + D + E2)x = b − (A1 − E2)x

のどちらの式とも同値です．

ADI法は，xk から一方の式を使い中間ベクトル x̂k を求め，次にもう一方の式を使い xk+1 を作る方法

です．

ポイントは，うまい具合に E1, E2 を選んで行列 A1 + D + E1, A2 + D + E2 を正定値で条件のいい三

重対角行列にするところです．

条件の良い三重対角行列を係数行列とする連立 1次方程式は，直接法でスラスラと解けます．このよう

に，ADI法∗9は直接解法を一部採り入れた反復解法です．

なお，文献 [37]に 1章まるまる割いた解説がありますので，詳しくはこちらを参照してください．

4.8 Aitkenの δ2法

Alexander Craig Aitken さん（1895–1967）は，数列 {xn}が極限に 1次収束するとき，{xn}よりも
さらに速く収束する数列 {yn} を作り出す方法を提案しました．この変換方法を Aitkenの δ2 法といい

ます．

{yn}の作り方はいろいろあります．例えば

yi = xi+2 − (xi+2 − xi+1)2

xi+2 − 2xi+1 + xi

などで {yn}を求めます．これで反復法の収束を加速させることを狙います [39]．

∗8 Siméon Denis Poissonさん (1781–1840)に由来します．
∗9 「交互方向法」という名称は，分割した格子を，まず水平方向に解き，次に垂直方向に解くところからきています．
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4.9 Chebyshev加速法

Chebyshev加速法も，反復法の収束を速める有名な手法です．Chebyshev準反復法ともいいます．

Chebyshev加速法の基本方針は，

xk の計算に直前の xk−1 しか使わないのはもったいないので，それより前の情報 xk−2, · · · , x0 も

活用しよう

というものです．

情報の使い方としては，反復列の一次結合:

x̂k =
k∑

j=0

αjx
j

に対し，x̂k の精度がもっともよくなるような αj を決定することを考えます．

この αj は，k 次の Chebyshev∗10多項式:

Tk(t) =

{
cos(k arccos t), |t| ≤ 1,

cosh(k arccos t), |t| > 1

の係数から導かれます [81]．

この他，αj の決め方として CG加速法などもあります．

4.10 モンテカルロ法

モンテカルロ法（Monte Carlo method）は，逆行列の要素または連立 1次方程式の解の成分を，期待

値が望み通りの解になるような統計的変数のランダム・サンプリングを行なうことにより，統計的に推定

する方法です．

反復法の出発値としてのごく粗い推定値を得たい場合などに用います [39]．

4.11 反復改良法

さてここで，式 (4.1)の行列 Rは「A−1 であることが望ましい」という，仕様書みたいな条件を思い出

してみましょう．

浮動小数点演算の性質より，直接法でもとめた Aの LU 分解は，ある “誤差”を含んでいます．これを

行列の形で
A = LU + E

と書きます．E が誤差行列です．

LU 分解によって求めた近似解 x̂は，反復法の絶好の初期値といえます．また，LU の逆行列は，「A−1

であることが望ましい」という条件に適応した Rの絶好の候補といえるでしょう．

∗10 Pafnutĭi L’vovich Chebyshevさん (1821–1894)の名前からきた有名な多項式です．
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そこで，直接法と反復法を組み合わせた反復改良法（iterative improvement）が，初期値を x̂，R =

(LU)−1 として次のように定義できます．

xk = xk−1 + (LU)−1(b − Axk−1)

(LU)−1(b − Axk−1)の計算は，c = (b − Axk−1) とすると，LUx = c をみたす xを求めればいいので，

前進代入・後退代入により求まります．

直接法によって求められた近似解の反復改良は，LU 分解に限らず LDU , LDLT , LLT , MDMT , QR

分解などでも可能です．Aの条件がものすごく悪くなければ，よりよい精度に改良されます [83]．

また，Rの決め方は自由ですので，Aを LU 分解に都合のいい行列と，それ以外 E に積極的に分けて

反復する方法もあります [52]．

富士通株式会社提供の SSL II には，LU 分解で得られた近似解の反復改良サブルーチン DLAXR がサ

ポートされています．Gaussの消去法での解法 DVLAXと組み合わせ，精度がどれくらい改善されるかを

調査しました．計算機は FUJITSU VP2600/10，コンパイラは FORTRAN77 EX/VP V12L10です．

方程式は 


aij = aji = n + 1 − i (if i ≥ j)

bi =
n−i+1∑

k=1

n − k + 1
n

で定義します．解は正確に x = (1/n, · · · , 1/n)となります．なお，誤差は相対誤差

max
1≤i≤n

|nxi − 1|

で評価しました．
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反復改良により，約 1桁精度が改良されています．一方，実行時間は次の通りです．
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反復改良を追加すると，約 3倍の実行時間がかかりました∗11．より精度のいい近似解が欲しいならば，

反復改良法は有効な手段です．ただし，その分コストがかかることもあります．

∗11 もちろん，反復改良関数（関数のサブルーチン）と改良したい精度にも依存しますので，あくまでひとつの例としてご理解願
います．
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第 5章

共役勾配法の概要

共役勾配法の系統は，略字だらけで大いに混乱しますので，章の後半に一覧表をつけました．

5.1 鮮烈なデビューとその後

共役勾配法∗1は，M. R. Hestenesさんと E. Stiefelさんによって 1952年に発表されました．

当時は電子計算機のための数値計算技術の確立が急務とされている時期で，共役勾配法は，反復法であ

りながら有限回のステップで厳密解に到達するという性質と巧妙なアイディアが熱狂的に支持され，「科

学史上に残る大発明」として華やかなデビューを飾りました [65]．

しかし，いざ共役勾配法を実際の問題に適用しようとすると，丸め誤差の影響を受けやすく，いくら反

復してもいっこうに収束しない例も出てきました．

また，計算機の大容量化にあわせ，ライバルの直接法と SOR法が理論と技法の両面から頑張ったこと

もあり，華々しくデビューしたわりには，期待されたほど普及しませんでした．

1960年代の数値計算の本を見ると，連立 1次方程式の解法として Gaussの消去法，Gauss-Jordan法，

Jacobi法，Gauss-Seidel法，SOR法は必ず紹介されているのに比べ，共役勾配法をきちんと扱った本は

それほど多くありません．しばらく不遇の時代が続きます．

共役勾配法は，1960年代に非線形最適化問題の解法として再登場し，1970 年代には疎行列用の反復解

法としての研究が行われました．そして 1980年代に入ると，“前処理”という新しい手法を付け加えるこ

とで，大規模行列に対する反復法として再び脚光をあびるようになりました．

Hestenesさんと Stiefelさんも喜んでいることでしょう．

5.2 基本的な考え方

共役勾配法の考え方は，次の性質が出発点です．

∗1 「共役」は「きょうやく」と読みます．もともとは軛（くびき）をともにして車を引く意味の「共軛」からきています（広辞
苑）．昔，数学の講義で，とある先生が「これを《きょうえき》と読むのは数学が全くわかっとらん証拠じゃ～」とおっしゃっ
ていたのを記憶しています．数学者の前で発表するときは気をつけましょう．
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最小化問題

Aが正定値かつ対称のとき, Ax = bを解くことは,

f(x) =
1
2

(x,Ax) − (x, b)

を最小にする xを求めることと同値.

( · , · )はベクトル内積:

(x, y) = xT y =
n∑

i=1

xiyi

として定義します．

同値性を確認しておきましょう．f を微分すれば，

∇f(x) =




∂f

∂x1
...

∂f

∂xn


 = Ax − b

となります∗2．

f(x)の最小点 x∗ が見つかったとすると，∇f(x)での傾きはなくなるので，x∗ での f の微分は 0とな

り，つまり Ax∗ − b = 0となります．

また，任意のベクトル h �= 0に対し，Aの対称性を使って

f(x + h) = f(x) + (h,Ax − b) +
1
2

(h,Ah)

となることが簡単にわかります．

ここで，x∗ が Ax∗ = bをみたすと考えれば，Aは正定値でしたので (h,Ah) > 0となって∗3，

f(x∗ + h) > f(x∗)

となります．つまり，x∗ から少しでもはずれると，f(x)の値は f(x∗)より大きくなり，このことから x∗

が f の最小値を与えることがわかります．

具体的な例をあげましょう．

A =
(

2 −1
−1 2

)
, b =

(
1
1

)

とすると，Aは対称かつ正定値で，Ax = bの解は x = (1, 1)T です．

また，f(x)は
f(x) = x2

1 + x2
2 − x1x2 − x1 − x2

となります．f をごちゃごちゃ変形すると，

f(x) =
(x1 − 1)2 + (x2 − 1)2 + (x1 − x2)2

2
− 1

ですので，最小値は x1 = x2 = 1のとき −1となることがわかります．

f(x1, x2)の (1, 1)T のまわりの形状を図示すると，次の様になります．

∗2 ピンとこない方は，f(x)を全て成分の形に書き下して，一つ一つ偏微分してみて下さい．
∗3 正定値の定義より h �= 0に対し hT Ah > 0です．
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f(x)の形状と等高線図

この図で最小値となる x = (1, 1)T が Ax = bの解です∗4．

5.3 計算の手順

共役勾配法とは，適当な初期値を出発し，順番に探索方向を定め，その方向に沿って最小値を探しに行

く手法です．

具体的な手順は次の通りです．

• 初期値 x0 と探索方向 p0 を決める．

• f(x0 + αp0)が最小になるようなスカラー αを計算し，それを

α0 とする．

• 近似解を x1 = x0 + α0p0 とする．

• 次の探索方向 p1 を決める．

• 以下，気が済むまで繰り返す．

最小値が欲しい αは，2次式の最小化と同じになるので，簡単に求めることができます [81]．

重要なのは，探索方向となるベクトル pk を如何に上手に決定するかです．この選び方によって，収束

率が大きく変わってきます．

5.4 最急降下法

最急降下法（steepest descent method）は，探索方向 pk を xk における勾配方向:

pk = −∇f(xk) =
(

∂f(xk)
∂x1

, . . . ,
∂f(xk)
∂xn

)T

にとる手法です．SD法ともいいます．

最急降下法は，Aの性質が悪い場合，収束がかなり遅くなることから，あまり使われません．

∗4 連立 1次方程式を同値な最小問題に持ち込むこの方法は，共役勾配法に代表されるような巧妙な理論を生みました．しかし，
直接法や反復法に比べて最小化する近似解に「副産物」的な印象を受けるためか，敬遠する人もいます．
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5.5 共役方向法

共役方向法（conjugate direction method）は，さらに上手な pk の設定方法です．CD法ともいいます．

探索方向の選び方は，これまでの探索方法と “共役”となる方向にとっていきます．“共役”とはこの場

合，Aに関して直交する方向を指します．ちゃんと書くと，

共役の定義

ベクトル xと y に対し
(x,Ay) = (y,Ax) = 0

が成り立つとき, xと y は Aに関して共役である.

となります．

つまり k 番目までの方向 pk が決まっているとき，k + 1番目の方向 pk+1 は，そのすべてと共役になる

ように，すなわち
(pk+1, Api) = 0, i = 0, . . . , k

で決めます [65, 81]．

探索方向 pk を共役方向に定めるということは，理論的に大変重要です．それは，次の定理が成り立つ

からです．

共役方向法の収束定理

Aが対称かつ正定値ならば, 共役方向法は高々 n回の反復で厳密解に到達する.

この，有限回の反復で厳密な解が得られるという理論的保証が，共役方向法の最大の魅力です．

5.6 共役勾配法

真打ち共役勾配法（conjugate gradient method）は，共役方向法の一種で，次のように探索方向 pk を

決定します．

最急降下法で選んだ探索ベクトル pk は

−∇f(xk) = b − Axk

でした．b − Axk は，方程式の k 回目の残差と考えられます．この残差ベクトルを

rk = b − Axk

とおきます．

共役勾配法の探索方向 pk は，この勾配方向 rk から Apk−1 の成分を除去し (pk, Apk−1) = 0となるよ

うに決めます．つまり，
pk = rk + βk−1pk−1

βk−1 = − (rk, Apk−1)
(pk−1, Apk−1)

となるように決めます∗5．

∗5 本当に直交するかどうか計算してみればわかります．
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このようにして選んだ pk は共役直交性:

(pi, Apj) = 0, i �= j

を，また rk は直交性:
(ri, rj) = 0, i �= j

を持つことが帰納法を使って示すことができます [70]．

これにより，n回反復すれば rn = 0となる，すなわち xn が Ax = bの解になることがわかります．そ

の理由は，

n + 1個の 0でない n次元ベクトルが互いに直交することはありえない

からです．

したがって，共役勾配法は高々 n回の反復で厳密解に収束します．

といっても，これは理論上の話です．実際の計算では丸め誤差が混入するため，必ずしも n回の反復で

解が求まるとは限りません．

共役勾配法は共役傾斜法，CG法ともいいます．

5.7 前処理付き共役勾配法

前処理付き共役勾配法（preconditioned conjugate gradient method ）は，PCG法ともいいます．

5.7.1 前処理とは

まず，一般の行列に対する前処理の定義を述べます．

前処理

正則な行列 U , V を用いて Ax = b を同値な方程式:

(V AU)(U−1x) = V b (5.1)

に変形することを前処理（preconditioning）と呼ぶ．

行列 U , V を前処理行列（preconditioner）といいます．また，特に，V を左からの前処理行列（left

preconditioner），U を右からの前処理行列（right preconditioner）と呼ぶことがあります∗6．

理想は V AU が単位行列になることです．また，式 (5.1)は前処理の定義を示すだけで，U−1 の計算や

V AU を作成する行列積の計算を本当に行なうことを回避したアルゴリズムが必要です∗7．

A が対称の場合の前処理付き共役勾配法は，適当な正則行列 C を用いて，式 (5.1) で V = C−1,

U = C−T とした同値な問題:∗8

(C−1AC−T )(CT x) = C−1b (5.2)

に対し共役勾配法を適用するものです．C−1AC−T が対称行列になることに注意してください．

C は，三角行列などの連立 1次方程式 Cx = bが解きやすい行列が候補となります．

∗6 文献によっては (V AU−1)(Ux) = V b と記述されることもあります．もちろん，U が正則ですので同じ意味です．
∗7 前処理部分が全体の計算のほとんどを占めるようでは，「前処理」とは言えなくなるからです．
∗8 C−T は (CT )−1 = (C−1)T の意味です．
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5.7.2 前処理をする理由

共役勾配法の収束性は，解を構成する固有ベクトルに対応した固有値の分布によって大きく変わります．

係数行列の固有値が重複したり，狭い範囲に密集していれば，収束が速くなることが知られていま

す [77]．つまり，

前処理は，行列の固有値分布を改善し，収束性を向上することを目的

とした手法です．

扱いにくそうな行列

⇓

前処理によって改善された行列

前処理付き共役勾配法は，1980 年以降，偏微分方程式の離散近似から導かれる連立 1次方程式の解法

に用いると効率的な近似解が得られることから，並列化技法に関する研究の進展にともない，盛んに用い

られるようになりました [3, 84]．

以下，共役勾配法で用いられる代表的な前処理の手法をいくつか紹介します．

5.7.3 ICCG法

前処理行列の選び方は，個々の問題によっていろいろ考えることができます．

その中でも，とくに一般的な効果が期待できると言われている手法に不完全 Cholesky分解（incomplete

Cholesky decomposition）があります．

これは，疎で正値対称な行列 Aを，“疎”の性質をあまり失わないように，適当な下三角行列 Lと残差

行列 E で
A = LLT + E

または
A = L̂D̂L̂T + E, L = L̂D1/2

と分解し，Lを前処理行列 C とする手法です．
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まともな Cholesky分解，修正 Cholesky分解と違い，あらかじめ指定した成分以外は 0とし，それ以

外は誤差行列 E に押しつけるという身勝手さ（？）のため．“不完全（incomplete）”と呼ばれます∗9．

特に LLT , LDLT 分解した行列から式 (5.2) を構成する方法を ICCG法（incomplete Cholesky

conjugate gradient method），または不完全 Cholesky分解付き共役勾配法といいます．

ICCG法は 1977年に J. A. Meijerinkさんと H. A. van der Vorstさんによって発表され [26]，物理・

工学などの分野で広く用いられるようになりました．

5.7.4 MICCG法

このあたりから記号が錯綜してきます．

MICCG法（modified ICCG method）は，行列 A の対角要素に重みづけをし，修正項を付加して

ICCG法の加速を狙ったものです．

この行列の分解方法を修正不完全 Cholesky分解（modified incomplete Cholesky decomposition）と

いいます．

多くの問題で ICCG法よりも収束が速くなることが報告されています [52]．

5.7.5 近似逆行列を用いた前処理

不完全 Cholesky分解は，行列によっては計算が途中で破綻することがあります．

最近，Cholesky分解を経由せず，A-直交化（A-orthogonalization）に基づく手法により，直接 A−1 の近

似を行なうことで前処理行列を生成するアルゴリズムが提案され，安定性，収束性の面で不完全 Cholesky

分解を用いた前処理よりも優れている数値例が数多く報告され，がぜん注目を集めています [4, 84]．

また，更なる改良手法も提案されています [46]．

5.8 共役残差法

共役勾配法は，Aが対称かつ正定値行列であることを前提とした方法でした．

近年，共役勾配法を非対称行列へと拡張する手法が数多く提案され，各分野で大きな成果をあげていま

す．以下，名前だけ簡単に紹介します．

共役残差法（conjugate residual method）は，最小化する関数を残差ベクトルの平方和:

f(x) =
1
2
(Ax − b,Ax − b)

として，今度は
(Apk+1, Apk) = 0

となるように探索方向 pk を決定する方法です．

共役残差法は CR法ともいいます．詳しくは文献 [52]を御覧ください．

∗9 Choleskyさんの名前は，数値解析の世界で知らない人はいないくらい有名になりました．しかし，「修正」「変形」「不完全」
など，ちょっと気の毒な言葉が頭にくっつきます．
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5.8.1 ILUCR法

共役残差法にも当然前処理を施すことを考えます．前処理付き共役残差法は，頭に “preconditioned”

がついて PCR法ともいいます．

今度は Aが対称でないので，Choleskyさんの出番はなく，LU 分解が登場します．

非対称行列 Aを，きっちりと LU 分解しないで，都合のいい下三角行列 Lと上三角行列 U を使って

A = LU + E

と分解します．E は誤差行列です．

この分解を不完全 LU分解（incomplete LU decomposition）といいます．

ここで，
(LU)−1Ax = (LU)−1b

に対し共役残差法を適用します∗10．この手法を，ILUCR法（incomplete LU conjugate residual method

），または不完全 LU 分解付き共役残差法と呼びます．

5.8.2 MILUCR法

MILUCR法（modified ILUCR method）は，共役勾配法のときのMICCG法と同じく，行列 Aの対

角要素を重みづけることで修正項を付加し，ILUCR法の加速を狙ったものです．

この分解を修正不完全 LU分解（modified incomplete LU decomposition）といいます．

5.9 GMRES法

行列 Aが対称であっても必ずしも正定値でない場合，Lanczos法と共役勾配法との関係をうまく利用し

た方法にMINRES法（minimal residual method）という方法があります．

関係をもう少し具体的に説明します．Aの固有値問題を解く方法でよく知られている Lanczos 法 [94]

は，v1 = r0/||r0||としたとき Krylov空間:

Kk = span{v1, Av1, . . . , A
k−1v1}

上の Galerkin法です．この方法が Ax = bを解く共役勾配法に対応している [31]という関係です．

MINRES法を非対称行列に拡張した方法が GMRES法（generalized minimal residual method）で

す．具体的な手法は，最初に提案された論文 [31]を御覧ください∗11．

5.10 双対共役勾配法

双対共役勾配法（biconjugate gradient method ）は，対称でない行列 Aに対し，対称行列用の共役勾

配法を修正して適用するもので，BCG法または BiCG法ともいいます．

∗10 Aが対称の場合は対称性を保つために C−1A(C−1)T とする必要がありました．この場合 Aはもともと非対称なので，左
から (LU)−1 をかけるだけです．

∗11 その他 FGMRES法, GMRESR法などがあるそうです．すみません，ちゃんと調べていません．
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原理は，
(ri, r̂j) = 0, (Api, p̂j) = 0 i �= j

(ri, r̂i) �= 0, (Api, p̂i) �= 0 i = j

となるベクトル列 {pk}, {rk} と {p̂k}, {r̂k} を反復過程で作ることにあります [1, 52]．

双対共役勾配法の変種に自乗共役勾配法（conjugate gradient squared method）があります．自乗共

役勾配法は CGS法ともいいます．

BCG法と CGS法は本質的には同じものです．しかし，BCG法よりも CGS法の方が収束が速いこと

が報告されています [71]．

この二つに前処理を施すと，先頭に “preconditioned”がついて，PBCG法，PCGS法になります．

5.10.1 ILUBCG法

ILUBCG法（incomplete LU BCG method）は，不完全 LU 分解で前処理を施した双対共役勾配法

です．

同様に自乗共役勾配法に対する ILUCGS法（incomplete LU CGS method）もあります．

5.10.2 MILUBCG法

修正不完全 LU 分解によって ILUBCG 法の加速を狙ったのがMILUBCG法（modified ILUBCG

method）です．

ILCGS法の改良版のMILUCGS法（modified ILUCGS method）もあります．

5.11 QMR法

双対共役勾配法（BCG法, BiCG法）は演算の途中でゼロ割りが発生して計算が破綻（breakdown）し

たり，数値的に不安定となる可能性があります．QMR法（quasi-minimal residual method）は，残差

ノルムの最小化により双対共役勾配法の不安定性を克服し，高い収束性を狙った手法です [1, 18]．

5.12 BiCGStab法

自乗共役勾配法（CGS 法）の収束の不規則性を改善する目的で提案された手法に BiCGStab法があ

ります．

“BiCGStab 法” は無理に展開すれば “biconjugate gradient stabilized method” だと思います．最初

に提案した H. A. van der Vorst さんによれば “CGS 法によく似ていて，安定性（stability）が得られ，

しかも BiCG法とも関係するので，BiCGStabと名付けた”そうです．

BiCGStab法にも前処理が適用できて，van der Vorstさんは BiCGStab-Pと命名しています [36]．

5.13 一覧

以上，共役勾配法に属する手法を用語の意味だけ概観しました．ここで紹介したものは，雑誌や論文で

よく見かけるもののほんの一部です．
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特に前処理技術を含めた非対称行列に対する手法は，現在盛んに研究が行なわれており，新しいアルゴ

リズムが次々と提案されています．

ここで，やたらと出てきた略語の一覧をのせます．

“M”は “modified”のM，“IC”は “imcomplete Cholesky”の “IC”，“ILU”は “imcomplete LU”の

“ILU”，“P”は “preconditioned”の “P” だと覚えておけば，共役勾配法関連のややこしい略語が整理で

きます．

*は一般的な呼び方がわからなかったので適当に名付けたものです．

略語 英語名 日本名

SD法 steepest descent method 最急降下法

CD法 conjugate direction method 共役方向法

CG法 conjugate gradient method 共役勾配法

PCG法 preconditioned conjugate gradient method 前処理付き共役勾配法

ICCG法 imcomplete Cholesky conjugate gradient method 不完全 Cholesky分解付き共役勾配法

MICCG法 modified imcomplete Cholesky conjugate gradient method 修正不完全 Cholesky分解付き共役勾配法

CR法 conjugate residual method 共役残差法

PCR法 preconditioned conjugate residual method 前処理付き共役残差法

ILUCR法 incomplete LU conjugate residual method 不完全 LU 分解付き共役残差法

MILUCR法 modified incomplete LU conjugate residual method 修正不完全 LU 分解付き共役残差法

BCG法 biconjugate gradient method 双対共役勾配法

PBCG法 preconditioned biconjugate gradient method 前処理付き双対共役勾配法

ILUBCG法 incomplete LU biconjugate gradient method 不完全 LU 分解付き双対共役勾配法

MILUBCG法 modified incomplete LU biconjugate gradient method 修正不完全 LU 分解付き双対共役勾配法

CGS法 conjugate gradient squared method 自乗共役勾配法

PCGS法 preconditioned conjugate gradient squared method 前処理付き自乗共役勾配法

ILUCGS法 incomplete LU conjugate gradient squared method 不完全 LU 分解付き自乗共役勾配法

MILUCGS法 modified incomplete LU conjugate gradient squared method 修正不完全 LU 分解付き自乗共役勾配法

QMR法 quasi-minimal residual method 擬似的最小残差法

MINRES法 minimal residual method 最小残差法

GMRES法 generalized minimal residual method 一般化最小残差法

BiCGStab法 biconjugate gradient stabilized method∗ 安定化双共役勾配法

5.14 共役勾配法の復活

1952年に登場した共役勾配法は，当初の熱狂的なブームが去ると，一時は全然顧みられない時期があり

ました．

たとえば，偏微分方程式についての古典的名著といわれる Forsytheさんの本 [14]では，次のように扱

われています．

Hestenes と Stiefel (1952)の共役勾配法は有限回反復の族の 1 つで，構造は反復的でそれ

にもかかわらず有限回のステップで終了する．比較的大容量の記憶装置を必要とするのと，

各反復段階が比較的複雑な構造のためにいままでのところ偏差分方程式には広く採用されな

かった．
G. E. Forsythe and W. R. Wasow (1960)

『偏微分方程式の差分法による近似解法』
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ただし，かなりの数の数値実験より，共役勾配法は《うまくいけば》SOR法や Chebyshev加速法と比較

して格段に速く収束することが知られていました．そのかわり，うまくいかない場合は，丸め誤差の影響

を受けやすい性格が災いして，何回反復しても少しも先に進まないという事態に陥ることでも有名でし

た∗12．

収束が遅い場合の対策として，反復が停滞してしまったら一旦反復を打ち切って再スタートする方法

や，初期値をうまく改良する方法などが工夫されたものの，決め手を欠きました．原因は，丸め誤差に対

する繊細さにありました．

共役勾配法は丸め誤差に弱い．それは「n回反復したのに残差が 0にならない」という形で

検出される．また，共役勾配法の計算を，単精度と倍精度で行なって比較してみると，単精

度の場合には丸め誤差のために，収束（事実上の）がかなり遅くなっていることがわかる．

少ない桁数で計算すれば丸め誤差が入るのは当然であるが，共役勾配法は他の解法に比較し

て，丸め誤差の影響が大きいようである．
戸川 隼人 (1975)

『共役勾配法』

結局のところ，共役勾配法の持つ収束性のバラツキを克服するためには，もとの方程式を適当に変数変

換する，つまり何らかの行列を作用させることで性根を叩き直すしかないという結論に達し，いかに叩き

直すかの研究が行なわれました．

Meijerinkさんと van der Vorstさんが 1977 年に発表した前処理の手法 [26]は，共役勾配法の収束性

を劇的に改善することが明らかとなり，その後の理論的な研究の発展と前処理技法との組合せによって，

共役勾配法は大型疎行列を係数とする連立 1次方程式の近似解法として，鮮やかな復活を遂げます．

そして現在，前処理付き共役勾配法は次のような評価を得るまでになりました [72]．

前処理の導入により，CG法はガウス消去法などの直接解法をメモリ使用量，計算速度の面

で凌いだ．以来，CG法系の行列解法は各方面で研究され，正定値が保証されない，弱い非

対称行列を解くことが可能な解法まで開発されている．現在ガウス消去法の優れている点

は，よほどの悪条件行列でなければ解ける点である．一方，CG系の計算方法はパイプライ

ン型スーパーコンピュータにも適しており，今後ますます使用されることであろう．
羽根 邦夫 (1987)

『共役勾配法の計算方法を利用した半導体デバイスシミュレータ』

5.15 反復解法の汎用性

ただし，上の評価は，“特定の偏微分方程式を特定の手法で離散化して得られた大規模疎行列に対して”

という付帯条件をつけるべきでしょう．現在のところ，共役勾配法系統の手法がすべての直接法と反復法

に対しあらゆる面で優れているとは断言できません．

結局のところ，設定した数学モデルと近似モデルから導かれる連立 1次方程式の性格によって，適切な

手法を選択するのがよいでしょう．

以前は，反復法と共役勾配法について次のような指摘がありました [16]．

∗12 倍精度演算が桁違いに遅かった時代は，やはり単精度演算が多く使われました．それが共役勾配法の評判を落した原因でも
あります．理論的には高々 n回の反復で収束する “はず”なのに全然収束しなければ，当然イライラするでしょう．
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うまく働くとされている反復法が成功する理由は，ほとんどの場合，それが解こうとしてい

る実際の問題と密接に結び付いた方法になっているからである．したがって，反復解法のサ

ブルーチンをライブラリの中で探しても無駄である．反復法自体は数学的に単純であるが，

行列 Aの構造は問題によって複雑になり，また，問題に特有の形をしていることが多い．
G. E. Forsythe, M. A. Malcolm and C. B. Moler (1977)

『計算機のための数値計算法』

現在でも，ハイパフォーマンスコンピュータの性能を極限まで引き出すようなチューニングを施した有

償プログラムライブラリは直接法が中心です．

ただし，共役勾配法系統のソフトウェアも急速に整備されており，導き出した行列にあわせた前処理・

解法を選択できる状況になりつつあります [77, 86]．

5.16 現在人気の解法

科学技術計算のための数値計算，データ解析，可視化，プログラミング機能を統合したシステムとして

広く用いられているMATLABのバージョン 6で利用できる連立 1次方程式の関数を表にしました．

すべて不完全 Cholesky 分解または不完全 LU 分解による前処理がオプションとして利用できます．

GEPPは “Gaussian Elimination with Partial Pivoting”の略として勝手に名付けたものです．lsqrは，

行列を正方行列にすることで連立 1次方程式の関数として利用できることから紹介しました．

解法名 手法 関数名 備考

GEPP Gaussの消去法による部分ピボット選択付き LU 分解法 \ 直接法

CG 共役勾配法 pcg 正定値対称行列用

MINRES 最小残差法 minres 対称行列用

SYMMLQ 対称 LQ法 [1] symmlq 対称行列用

BiCG 双共役勾配法 bicg 一般行列用

BiCGSTAB 安定化双共役勾配法 bicgstab 一般行列用

QMR 擬似的最小残差法 qmr 一般行列用

CGS 自乗共役勾配法 cgs 一般行列用

GMRES 一般化最小残差法 gmres 一般行列用

LSQR 共役勾配法による正規方程式に対する最小 2乗解 [27] lsqr 矩形行列行列用

5.17 INSPECを用いた実験

最後にひとつだけ，共役勾配法の復活を示すデータをあげます．

九州大学情報基盤センターでは，1969年以降の物理，電気・電子工学，計算機科学，制御工学，情報工

学関係の文献のデータベース INSPECをサービスしています [90]．

そのデータベースに，以下のキーワードで検索をかけました（1995年 10月実施）．

• “conjugate gradient” “linear equation”

• “SOR” “linear equation”

• “Gauss” “linear equation”

実際には “equation” は “equations” を含みます．また “Gauss” は “Gauss” と名前がつくすべてのも

のが対象です．従って，“Gaussian”や “Gauss-Seidel”や “Gauss-Jordan”も含んでいます．
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このキーワードでヒットした件数を年代別にまとめました．なお，年代別の総データ数が異なるため，

100万件に対して何件の割合かという値に変換しています．

0

100

200

300

400

1970s 1980s 1990s

``conjugate  gradient''
``SOR''
``Gauss''

25.5

106

193

25.5

52.1 52.5

316
328

394

INSPECのヒット件数の推移（100万件あたり）

1970年代は “SOR”と “conjugate gradient” は同じ数でした．1980年代には共役勾配法に言及した論

文の数が急速に増加しています．1990 年代になると，SOR関係は 80 年代と大差ないのに比べ，共役勾

配法関係はさらに数が増えています．
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第 6章

Gaussの消去法のアルゴリズム

ここまで，連立 1次方程式の解法によく使われる方法を，直接法，反復法，共役勾配法の順にざっとみ

てきました．

当然，これらの中でどれが最も優れた解法なのか知りたくなります．しかし，いざ比較するときは，行

列 Aの条件（次数や形状など）や，計算機の性能，欲しい精度など，いろいろな条件を加味しなくてはな

らないので，誰もが納得するような比較を行なうのはそれほど簡単ではありません．

逆に，これだけたくさんの手法が淘汰されずに残っている∗1という事実は，連立 1次方程式の決定的な

解法が未だ提案されていないことの証明でもあります．

今後は，SMPマシン∗2に代表される共有メモリ型計算機や PCクラスタに代表される分散メモリ型計

算機など，ハイパフォーマンスコンピュータと親和性のある解法が生き残ることでしょう [77]．

さてこれから先は，最も有名，かつ，行列データをすべて主記憶に格納できた場合に最も汎用性がある

といわれているGaussの消去法について考えたいと思います．

Crout法も Cholesky法も，結果的には LU 分解に帰着されるので，Gaussの消去法∗3の仲間として考

えることにします．

なお，この章は，以降で使用する Gaussの消去法のアルゴリズムと用語のための解説です．本題は最後

の章なので，ご存知の方は読み飛ばして結構です．

6.1 Gaussの消去法

連立 1次方程式を
n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, . . . , n (6.1)

とします．

行列 Aは一般の非対称な密行列で，正則だとします．

まず，式 (6.1) で a11 �= 0と仮定します．第 1式にm
(1)
i = ai1/a11 をかけ，x1 の係数である a21 から

∗1 「速い」ことが正義だとすれば，既に淘汰された手法もかなりあります．
∗2 SMP は “Symmetric MultiProcessor” の略．　複数の CPU が基本的に同等なものとして振る舞うことができる多重実
行方式を実装した計算機．

∗3 Gauss-Jordanの掃き出し法は，LU 分解法でないので，仲間に入れてあげません．
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an1 までの成分を i ≥ 2, j ≥ 2について

a
(1)
ij = aij − m

(1)
i a1j

b
(1)
i = bi − m

(1)
i b1

の過程で消去します．すると方程式は，式 (6.1)と同値な




a11 a12 · · · a1n

0 a
(1)
22 · · · a

(1)
2n

...
... . . .

...
0 a

(1)
n2 · · · a

(1)
nn






x1

x2

...
xn


 =




b1

b
(1)
2
...

b
(1)
n




の形になります．

一般の形で書くと，第 k段目の消去は演算は，a
(k−1)
kk �= 0と仮定するとき，i ≥ k + 1, j ≥ k + 1に対し

m
(k)
i = a

(k−1)
ik /a

(k−1)
kk

a
(k)
ij = a

(k−1)
ij − m

(k)
i a

(k−1)
kj

b
(k)
i = b

(k−1)
i − m

(k)
i b

(k−1)
k

で計算します．

消去の段階における a
(k−1)
kk をピボット（pivot）または枢軸といいます．

この消去を第 1式から第 n − 1式まで行なうと，最終的に次の式になります．



a11 a12 · · · a1n

a
(1)
22 · · · a

(1)
2n

. . .
...

0 a
(n−1)
nn






x1

x2

...
xn


 =




b1

b
(1)
2
...

b
(n−1)
n




この方程式は式 (6.1)と同値です．

したがって，a
(n−1)
nn �= 0ならば，ただちに n番目の未知数 xn が求まり，これを直前の式に放り込むこ

とで xn−1 がわかります．

以下，順番に k = n − 1, . . . , 1に対し

xk =


b

(k−1)
k −

n∑
j=k+1

a
(k−1)
kj xj


 /a

(k−1)
kk

で解が求まります．

以上が，基本的な Gaussの消去法の手順です．

6.2 消去過程

Gaussの消去法による行列 Aの変化を図で見ましょう．
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2段目の消去過程

白い部分は既に消去が完了した部分です．残りのグレーの部分は参照・代入があります．

3段目の消去過程

段が進むにつれて，参照される小行列が縮小していきます．

n − 1段目の消去過程

これが最後の消去過程です．

消去完了
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消去過程が終了すると，右下に a
(n−1)
nn が出現します．

6.3 LU 分解との関係

先ほどの消去過程では，右辺 bの値も Aと一緒に変形しました．しかし数値計算では，同じ Aに対し

て何度も違う bを使って連立 1次方程式を解くことがよくあります．その場合，先のアルゴリズムをその

ままプログラムとして書くと，bにあわせて何度も同じ Aを変形することになって，効率が悪くなります．

そのため，まず行列 Aを LU 分解し，三角行列 Lと U を用いて bを変形するプログラムに書き直しま

す．このようにすると，異なる bが与えられた場合，以前の LU 分解で蓄積した情報を駆使してスムーズ

に解を計算することができます∗4．

実は，LU 分解は Gaussの消去法の計算で既に完了しています∗5．

消去過程で出てきた m
(k)
i を，消去における乗数（multipliers）といいます．LU 分解の下三角行列 L

は，消去における乗数を順番に並べた行列


1
m

(1)
2 1 0

m
(1)
3 m

(2)
3 1

...
...

. . .
m

(1)
n m

(2)
n · · · m

(n−1)
n 1




となることが証明できます [63, 80]．

一方，上三角行列 U は，消去法によって最終的に変形される行列です．従って，Gaussの消去法によっ

て Lと U の値がすべてわかります．ということは，LU 分解ができるわけです．

プログラムを組む場合は，記憶領域の節約のため，最初に A を記憶した場所に L と U を上書きしま

す [91]．

LU 分解が完了すれば，あとは作業用のベクトル z を用意し，

Lz = b

を z について解いたあと，
Ux = z

を xについて解けば，解が得られます．

前者を前進代入（forward substitution），後者を後退代入（backward substitution）と呼びます．

具体的な計算方法は，次の通りです．

前進代入計算

i = 1, . . . , nの順に，次を計算する．

zi = bi −
i−1∑
k=1

likzk.

∗4 世の中に出回っている著名な Gaussの消去法関係のプログラムライブラリはほとんどこのようになっています．
∗5 そのため，Gaussの消去法と LU 分解法は同じものとして扱われることがあります．
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後退代入計算

i = n, . . . , 1の順に，次を計算する．

xi =

(
zi −

n∑
k=i+1

uikxk

)
/uii.

6.4 ピボット選択

前節のアルゴリズムでは，ピボット a
(k−1)
kk が 0でないことを仮定していました．しかし，ピボットが

0となる場合も十分ありえます．また，ピボットの絶対値が小さい場合も，浮動小数点演算でオーバーフ

ローが起き，次の段階に進めないことも考えられます．

その場合，何らかの方法で 0でない，ついでに，数値的に最良のピボットを探す工夫が必要です．

数値解析の分野で多くの創造的な仕事をされた James Hardy Wilkinsonさん (1919–1986) は，1961年

に発表した論文 [40]で 2つのピボット捜索法を提案しています．

1つ目は，k 段目の消去を行なう前に，k 列の第 k 行から n行までを調べ，その中で絶対値最大となる

ような
max

k≤i≤n
|a(k−1)

ik |

がピボットとなるように行を入れ換えてから，次の段階の消去を行なう方法です．

この方法を部分ピボット選択法（partial pivoting strategy），または，部分軸選択法といいます．




a11 a12 · · · a1n

0 a
(1)
22 · · · a

(1)
2n

...
... . . .

...
0 a

(1)
n2 · · · a

(1)
nn




部分ピボット選択の対象となる成分（2段目）

行を入れ換えるということは，Aに左から適当な置換行列 P を引っかけるということと同じです．

2つ目の方法は，残っている方程式の係数行列（前節のグレーの部分）すべての成分を調べて，その中

で絶対値最大の
max

k≤i,j≤n
|a(k−1)

ij |

がピボットとなるように選ぶ方法です．

この方法を完全ピボット選択法（complete pivoting strategy），または，完全軸選択法といいます．




a11 a12 · · · a1n

0 a
(1)
22 · · · a

(1)
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...
... . . .

...
0 a

(1)
n2 · · · a

(1)
nn


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完全ピボット選択の対象となる成分（2段目）
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完全ピボット選択法のためには，行の入れ換えにプラスして列の入れ換えも必要です．これは，Aに適

当な置換行列 P1 を左から，また，置換行列 P2 を右から引っかけることを意味します．

この二つのピボット選択法の比較は，最終章の中心の話題です∗6．

2章で紹介した LU 定理は，Aが正則なとき，このような分解が可能なことを保証しています．

6.5 ピボット選択の利点

ピボット選択を行う最大の理由は，ピボット a
(k−1)
kk が 0になり，Gaussの消去法の処理が破綻するた

めのを防ぐためです∗7．

しかし，Wilkinsonさんの提案したピボット選択法を採用した場合，たとえ a
(k−1)
kk �= 0であっても，行

や列の入れ換えが生じる可能性があります．

その場合，この操作は無駄なのでしょうか？

そうではありません．ピボット選択法は，次節で述べるような，大変都合のいい行列であることがあら

かじめわかっている場合を除けば，是非組み込むべき手法です．

その理由は次の通りです [94]．

• ピボットの絶対値が小さいと，乗数m
(k)
i の計算で桁あふれを

起こす危険がある．

• |a(k−1)
kk |の値が小さいのは，前の消去の段階で桁落ちをした可
能性が大きい．

• |m(k)
i | を小さく，つまり |a(k−1)

kk | を大きく選択するほうが，
a
(k−1)
ij の情報を生かすことができる．

Gaussの消去法における理論的な丸め誤差解析によれば，ピボット選択によって丸め誤差の増大が著し

く抑えられることがわかっています [15]．

6.6 ピボット選択が必要ない行列

一般の行列に Gaussの消去法を適用する場合は，前節にあげた理由よりピボットの部分選択または完全

選択を行う必要があります．

ただし，行列 Aが以下のどれかの場合は，ピボット選択をしなくも LU 分解可能で，丸め誤差の影響も

少ないことがわかっています [15, 96]．

• 正定値対称行列
• 対角優位行列
• M 行列

行列 A が正定値であるかどうかは，すべての固有値を計算して符号を調べれば判定することができま

∗6 ただし，Wilkinson さんは，最大の要素をピボットに選ぶ方法が最良の方法であるとは言っていません．しかし，現在のと
ころ，これに代わりうる実用的なピボット選択法は提案されていません [39]．

∗7 実数を 0で割る行為は，実数体に対する挑戦です．
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す．しかし，次数が大きくなるとなかなかそうもいきません．通常，固有値問題は，連立 1次方程式を解

くよりも手間がかかります．

ただし，行列を導いた “意味”を考えると，理論的に正定値であることがわかることがあります．

例えば，有限要素法などではある基底で張られた関数 uh のノルム式が

‖uh‖2
L2(Ω) = zT Az

などと 2次形式の形で書き表せる場合があります∗8．

もしノルムと基底の性質から，z �= 0の場合 2次形式が正ということがわかるなら，Aが正定値行列で

あることが判定できます．

また，対称かつ対角優位で対角要素が正の場合，正定値であることが知られています∗9．

6.7 スケーリング

ピボット選択によって，Gaussの消去法が破綻することなく，しかも丸め誤差の増大が抑えられること

がわかりました．

しかし，これには「各行列成分の絶対値の大きさがだいたい同じ程度であれば」という前提条件がつき

ます．

実際，各方程式に 0でない定数をかけても，数学的な意味は不変です．しかし，ピボット選択の結果は

大きくちがってきます．

一般に，要素の大きさが極端に違うことは好ましくありません．ピボット選択を用いても見当違いの答

がでる例を簡単に作ることができます [81]．

そこで，消去法に入る前に各要素の絶対値の大きさがだいたい同じ程度になるように調整し，ピボット

選択に意味を持たせる必要があります．

この操作を行列のスケーリング（scaling）または正規化（normalization），または均等化（equilibrium）

といいます．
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∗8 Ωは考える領域，‖ · ‖L2(Ω) は Ω上の 2乗可積分空間 L2(Ω)のノルムです．
∗9 厳密には「既約」という条件も必要です．
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現在のところスケーリングの決定版は存在しません∗10．よく使われるものは次の方法です [65]．

6.7.1 部分ピボット選択の場合

i = 1, . . . , nに対し，i行の成分の絶対値最大:

αi = max
1≤j≤n

|aij |

でもって，
a∗

ij = aij/αi, j = 1, . . . , n

b∗i = bi/αi

と操作します．式の内容は変わりません．

この変形の結果，すべての係数が絶対値 1以下となり，少なくとも 1つは絶対値 1の係数がどこかにあ

る行列になります．

6.7.2 完全ピボット選択の場合

完全ピボット選択の場合は，式だけでなく未知数の，すなわち列のバランスもとる必要があります．

そのためには，各行をその行の絶対値最大の要素で割ったのちに，各列をその列の絶対値最大の要素:

βj = max
1≤i≤n

|a∗
ij |

でもって
a∗∗

ij = a∗
ij/βj , i = 1, . . . , n

x∗
j = βjxj

と操作します．βi の情報はあとで使うので記録しておく必要があります．
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このようなスケーリングによって，新しい行列のどの成分も絶対値 1以下となり，しかもどの行にも，

また，どの列にも少なくとも 1つの絶対値 1の要素が含まれる結果となります．

∗10 文献 [16]にスケーリングによって失敗する人工的な例があります．また，文献 [10]も参照してください．
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6.8 プログラム例

以上のことから，行列が対称なのか正定値なのか優対角なのか性格が判然としない連立 1次方程式に対

応した Gaussの消去法のプログラムを書く場合，

• ピボット選択を必ず行なう
• 行列のスケーリングもあわせて行う

と，一応の精度が期待できます．

以下，Gaussの消去法のプログラムの例をあげます．部分ピボット選択のプログラムは数値計算の本に

よく載っていますので [53, 68, 82]，ここでは省略し，あまりお目にかかることがない完全ピボット選択

法の Gaussの消去法プログラムを紹介します [88]．

言語は Fortranで記述しました．精度は倍精度です．

サブルーチン名は “Gaussian Elimination with Complete Pivoting” の倍精度（Double precision）の

頭文字をとって，“GECP_D”としました．

なお，より手軽に利用できる関数インターフェース付きのソースプログラムを

http://www.cc.kyushu-u.ac.jp/RD/watanabe/

からダウンロードすることができます．

6.8.1 サブルーチンの注意点

パラメータ ISW の設定で

• LU 分解のみを行なう

• Ax = bを解く

• LU 分解を省略して Ax = bを解く

• AT x = bを解く

• LU 分解を省略して AT x = bを解く

処理をそれぞれ切り替えます．

また，LU 分解されて返却される係数行列は，

• 上三角成分に Lの要素

• 対角成分は U の対角成分の逆数

• 下三角成分に U の要素

が格納されます．下三角行列 Lの対角成分はすべて 1であり，既知の値として格納は行ないません．LU

分解された行列を GECP_D以外で利用する場合には格納方法に注意してください．
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! ==================================================================== !
! -------------------------------------------------------------------- !
! !

SUBROUTINE GECP_D(A,NX,N,B,EPS,ISW,P,Q,VP,VS,VW,ICON) !
! !
! -------------------------------------------------------------------- !
! <<DATE>> !
! MAY 31ST, 2002 !
! <<CODER>> !
! WATANABE, YOSHITAKA !
! COMPUTING AND COMMUNICATIONS CENTER, KYUSHU UNIERSITY !
! <<ABSTRACT>> -1 !
! SUBROUTINE ‘GECP_D’ SOLVES THE REAL LINEAR SYSTEM X=A B !
! BY GAUSSIAN ELIMINATION WITH COMPLETE PIVOTING AND SCALING. !
! <<PRECISION>> !
! DOUBLE !
! <<PARAMETER>> !
! A: (INPUT) REAL COEFFICIENT MARIX. !
! (OUTPUT) LU DECOMPOSED MATRIX (SEE REMARK). !
! NX: (INPUT) AJUSTED SIZE OF MATRIX A. !
! N: (INPUT) DIMENSION OF THE LINEAR SYSTEM (NX>=N>1). !
! B: (INPUT) RIGHT-HAND-SIDE VECTOR !
! (OUTPUT) NUMERICAL APPLOXIMATE SOLUTION. !
! EPS: (INPUT) PARAMETER FOR CHECKING THE SINGULALITY (>=0). !
! IF EPS<=0 THEN EPS IS SET BY MACHINE EPSILON. !
! ISW: (INPUT) ISW=0 ...EXECUTE ONLY LU DECOMPOSITION. !
! ISW=1 ...SOLVE LINEAR SYSTEM A*X=B USUALLY. !
! ISW=2 ...SKIP LU DECOMPOSITION AND SOLVE A*X=B. !
! ISW=3 ...SOLVE LINEAR SYSTEM (A^T)*X=B. !
! ISW=4 ...SKIP LU DECOMPOSITION AND SOLVE A(^T)*X=B. !
! ISW=OTHERS .... EXECUTE THE SAME AS ISW=1. !
! P: (OUTPUT) PIVOTING INFORMATION VECTOR FOR COLUMN. !
! Q: (OUTPUT) PIVOTING INFORNATION VECTOR FOR ROW. !
! VP: (OUTPUT) SCALING INFORMATION VECTOR FOR NORMALIZATION. !
! VS: (OUTPUT) SCALING INFORMATION VECTOR OF EQUATIONS. !
! VW: (OUT) WORKING VECTOR. !
! ICON: (OUTPUT) CONDITION CODE. !
! 0 ... PROGRAM ENDED NORMALY. !
! 2000 ... ALL ELEMENTS OF A COLUMN OR ROW ARE ZERO !
! OR PIVOT LESS THAN EPS. !
! 3000 ... PARAMETER ERROR. !
! <<REMARK>> !
! A IS DECOMPOSED LU WHERE !
! L ... THE LOWER TRIANGULAR MATRIX WHOSE ALL DIAGONAL ELEMENT !
! ARE 1. !
! U ... THE UPPER TRIANGULAR MATRIX WHOSE DIAGONAL ELEMENTS ARE !
! STORED AS 1/U(I,I). !
! -------------------------------------------------------------------- !
! !
! ==================================================================== !
! DECRALATION !
! -------------------------------------------------------------------- !
IMPLICIT NONE

! !
INTEGER,INTENT(IN) :: N,NX,ISW
REAL(KIND(1.0D0)),DIMENSION(NX,NX),INTENT(INOUT) :: A
REAL(KIND(1.0D0)),DIMENSION(NX),INTENT(INOUT) :: B,VS,VP
REAL(KIND(1.0D0)),DIMENSION(NX),INTENT(OUT) :: VW
REAL(KIND(1.0D0)),INTENT(IN) :: EPS
INTEGER,DIMENSION(NX),INTENT(INOUT) :: P,Q
INTEGER,INTENT(OUT) :: ICON

! !
REAL(KIND(1.0D0)) :: D,EPSZ
INTEGER :: I,J,K,L,C

! !
INTRINSIC EPSILON,MAX,ABS

! !
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! ==================================================================== !
! CHECKING PARAMETERS !
! -------------------------------------------------------------------- !
ICON=0
IF(EPS<=0.0D0) THEN
EPSZ=EPSILON(1.0D0)

ELSE
EPSZ=EPS

END IF
IF(N<1.OR.N>NX) THEN
ICON=3000
RETURN

END IF
IF(ICON/=0.AND.ICON/=2.AND.ICON/=3.AND.ICON/=4) ICON=1

! !
! ==================================================================== !
! NORMALIZATION !
! -------------------------------------------------------------------- !
IF(ISW/=2.AND.ISW/=4) THEN

!
! ---------- FOR EACH EQUATION --------------------------------------- !

DO I=1,N
D=0.0D0
DO J=1,N
D=MAX(ABS(A(I,J)),D)

END DO
IF(D==0.0D0) THEN
ICON=2000
RETURN

END IF
DO J=1,N
A(I,J)=A(I,J)/D

END DO
VP(I)=D

END DO
! ---------- FOR EACH UNKNOWN VALUE----------------------------------- !

DO J=1,N
D=0.0D0
DO I=1,N
D=MAX(ABS(A(I,J)),D)

END DO
IF(D==0.0D0) THEN
ICON=2000
RETURN

END IF
DO I=1,N
A(I,J)=A(I,J)/D

END DO
VS(J)=D

END DO
! ==================================================================== !
! COMPLETE PIVOTING !
! -------------------------------------------------------------------- !

DO K=1,N
P(K)=K ! INITIAL VALUE
Q(K)=K

END DO
! ---------- SERCH PIVOT --------------------------------------------- !

DO K=1,N
D=0.0D0
DO J=K,N
DO I=K,N
IF(ABS(A(I,J))>D) THEN

D=ABS(A(I,J))
L=I ! COLUMN NUMBER
C=J ! ROW NUMBER

END IF
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END DO
END DO
IF(D==0.0D0) THEN
ICON=2000
RETURN

END IF
! ---------- CHANGE INDEX -------------------------------------------- !

IF(K/=L) THEN
DO J=1,N
D=A(K,J)
A(K,J)=A(L,J)
A(L,J)=D

END DO
J=P(K)
P(K)=P(L)
P(L)=J

END IF
! !

IF(K/=C) THEN
DO I=1,N
D=A(I,K)
A(I,K)=A(I,C)
A(I,C)=D

END DO
J=Q(K)
Q(K)=Q(C)
Q(C)=J

END IF
! !
! ==================================================================== !
! LU DECOMPOSITION !
! -------------------------------------------------------------------- !

IF(ABS(A(K,K))<EPSZ) THEN
ICON=2000
RETURN

END IF
A(K,K)=1.0D0/A(K,K)
DO I=K+1,N
A(I,K)=A(I,K)*A(K,K)

END DO
DO J=K+1,N
DO I=K+1,N
A(I,J)=A(I,J)-A(I,K)*A(K,J)

END DO
END DO

END DO
END IF

! !
! ==================================================================== !
! SOLVE LINEAR SYSTEM L*X=B !
! -------------------------------------------------------------------- !
IF(ISW==1.OR.ISW==2) THEN

! !
! ---------- FORWARD SUBSTITUTION -------------------------------------!

DO I=1,N
VW(I)=B(P(I))/VP(P(I))
DO J=1,I-1
VW(I)=VW(I)-A(I,J)*VW(J)

END DO
END DO

! !
! ---------- BACKWARD SUBSTITUTION ----------------------------------- !

DO I=N,1,-1
B(I)=VW(I)
DO J=I+1,N
B(I)=B(I)-A(I,J)*B(J)

END DO
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B(I)=B(I)*A(I,I)
END DO

! !
! ---------- REPLACING THE SOLUTION ---------------------------------- !

DO I=1,N
VW(I)=B(I)

END DO
! !

DO I=1,N
B(Q(I))=VW(I)/VS(Q(I))

END DO
END IF

! !
! ==================================================================== !
! SOLVE LINEAR SYSTEM (L^T)*X=B !
! -------------------------------------------------------------------- !
IF(ISW==3.OR.ISW==4) THEN

! !
! ---------- FORWARD SUBSTITUTION -------------------------------------!

DO I=1,N
VW(I)=B(Q(I))/VS(Q(I))
DO J=1,I-1
VW(I)=VW(I)-A(J,I)*VW(J)

END DO
VW(I)=VW(I)*A(I,I)

END DO
! !
! ---------- BACKWARD SUBSTITUTION ----------------------------------- !

DO I=N,1,-1
B(I)=VW(I)
DO J=I+1,N
B(I)=B(I)-A(J,I)*B(J)

END DO
END DO

! !
! ---------- REPLACING THE SOLUTION ---------------------------------- !

DO I=1,N
VW(I)=B(I)

END DO
! !

DO I=1,N
B(P(I))=VW(I)/VP(P(I))

END DO
END IF

! !
END SUBROUTINE GECP_D

ちょっと休憩
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第 7章

Gaussの消去法は安定か？

最後の章は，電子計算機が世の中に登場して以来，ずっと議論の種になっている古典的命題:

部分ピボット選択のGaussの消去法は，はたして安定な数値解法か？

をとりあげたいと思います．

この問題は，理論的には既に解決済みです．ただし，経験的・実用的には “もやもや” としたものが残

ります．

7.1 消去法の歴史

Gaussさんは，1809年に出版された『天体運動論』という本の中で消去法を紹介し [63]，この方法は広

く世に知られるところとなりました．

しかし，Gaussさんが消去法のアルゴリズムの発明者というわけではないようです．

18 世紀後半にフランスで活躍した数学者 Joseph Louis Lagrange さん (1736–1813)∗1は，Gaussさん

が『天体運動論』を出す数十年前に，斉次な系を解くための消去法のアイデアを既にほのめかしていまし

た [20]．

また，次の事実もあるそうです．

遠く中国では『九章算術』の第 8章「方程」に，ガウスの消去法とまったく同じアルゴリズ

ムの記述がある．『九章算術』は紀元前 2世紀の頃に編纂されたというから，すでに 2000年

も前から知られていたわけである．

戸川 隼人『数値計算』

みなさんも，高校や大学で 2～5 変数程度の連立一次方程式を解いた∗2ことがあるかと思います．その

時に使われる消去法や掃き出し法は，理論が明解な上，四則演算さえ知っていれば，あとは機械的な行列

計算で答が出てきます．

そのため，紙と鉛筆で連立 1次方程式を解く場合の有力な手法として，Gaussの消去法は揺るぎない地

位を獲得しました．

∗1 変分法，解析力学の創始者です．また，代数の世界でも偉大な足跡を残しました．メートル法の制定における委員長でもあっ
た人です．

∗2 正確には解こうと努力した
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1940 年代になると，電子計算機が本格的な実用段階に入り，それにともなって，丸め誤差の研究もさ

かんになります．当然，連立 1 次方程式の簡単な解法である Gaussの消去法も格好の研究対象となりま

した．

最初になされた研究では，丸め誤差が Gauss の消去法にあたえる影響はきわめて悲観的でした．文

献 [35]から引用します．

電子計算機時代の幕開けの頃，Gauss の消去法は連立 1 次方程式の解法として役に立たな

いのでは，と懸念された．Hotelling は 1943年の論文で，AT Ax = bの形をした n × n方

程式の解において誤差は 4n−1 程度になるであろうと予言した．彼はこう指摘する．

「78 行の行列では，小数点第 1 位の近似精度を保証するのですら，46 桁が必要となるだ

ろう．」
L. N. Trefethen and R. S. Schreiber

“Average-Case Stability of Gaussian Elimination”

最後の “桁数云々” の部分は，行列の次数を n = 78 として 10 進数の計算機を用意したとき，誤差が

4n−1 ですから，
10x = 477

の解として，桁数が 46以上絶対に必要なことを意味します．

当初の研究での結論は，100個程度の未知数を持つ方程式系を解く場合でも，不可能なほどの多くの有

効桁を保って演算しない限り，必要な精度はとても得られまい，というものでした．

そのため，一時期 Gaussの消去法は計算機を用いた数値計算の舞台から姿を消し，しばらく反復法の天

下になります∗3．

浮動小数点演算と固定小数点演算∗4における誤差解析を理論的に発展させ，Gaussの消去法を数値計算

の表舞台に復活させた人たちは，Alan Mathison Turing さん (1912–1954)，John von Neumann さん

(1903–1957) と Herman Heine Goldstine さん (1913–)，そしてとりわけ James Hardy Wilkinson さん

(1919–1986) です [41]．

7.2 後退誤差解析

Wilkinsonさんの誤差評価手法は，後退誤差解析（backward error analysis）といわれる手法です．読

んで字のごとく，解をたどって定式化を行ない，誤差を見積もる方法です．

後退誤差解析の方法と成果は文献 [40, 41, 42]に詳細にまとめられています∗5．これに対して，前進誤

差解析（forward error analysis）もあります．こちらは文献 [32, 33]を御覧ください．

後退誤差解析より得られた知見の中から，Gaussの消去法に関する誤差評価を紹介します．まずは，用

語の説明からはじめます．

∗3 「半分眠りながらでも解けるよ」と弟子への手紙で反復法を勧めていた Gaussさんも，生きていれば喜ばれたでしょう．消
去法に “Gaussの”という言葉がくっついていることを当人が知っていたかどうかよく解りません．

∗4 現在はあまり使われなくなりました．詳しくは文献 [41]を御覧ください．
∗5 今はもう古典の部類に属してるといえるかも知れません．



7.2 後退誤差解析 67

7.2.1 マシンイプシロン

マシンイプシロン（machine epsilon）は，浮動小数点数の相対誤差の上限をあらわす値で，計算機と浮

動小数点体系によって決定されます [70, 80]∗6．

マシンイプシロンを εM とすれば，
εM = cβ1−t (7.1)

です．β は基数，tは仮数部の桁数，cは丸めの方法によって決まる定数で，四捨五入の場合 1/2，切捨て

の場合 1となります．

現在よく使われている数値表現での εM の値は以下の通りです．

β t εM

IEEE形式 単精度 2 24 5.96 × 10−8

倍精度 2 53 1.11 × 10−16

IBM形式 単精度 16 6 9.54 × 10−7

倍精度 16 14 2.22 × 10−16

4倍精度 16 28 3.10 × 10−33

《注意》εM は 10進数に換算した近似値

εM は，反復法の収束判定などによく利用される基本的な数値です．

7.2.2 条件数

誤差を測るためには，何らかの形の「距離」の概念が必要です．その尺度をノルム（norm）といいます．

ベクトルのノルムを
‖x‖∞ = max

i
|xi|,

また，行列のノルムを

‖A‖∞ = max
i

n∑
j=1

|aij |

で定義します∗7．ノルムの性質より，直ちに次のことが言えます．
条件数

Aが ∆Aだけ変化したとき xが ∆xだけ変わったとすると，

‖∆x‖∞
‖x + ∆x‖∞ ≤ ‖A‖∞‖A−1‖∞ ‖∆A‖∞

‖A‖∞
をみたす. また, bが ∆bだけ変化したときは，

‖∆x‖∞
‖x‖∞ ≤ ‖A‖∞‖A−1‖∞ ‖∆b‖∞

‖b‖∞
となる.

∗6「計算機イプシロン」「マシンエプシロン」「計算機エプシロン」ともいいます．
∗7 有限次元空間の場合，ノルムの定義をみたすものはすべて同じと考えることができます．ノルムには他にも 1-ノルム，‖ · ‖1

や 2-ノルム（ユークリッドノルム）‖ · ‖2 などがあります [21, 58]．
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この二つの不等式は，xの変化が Aや bの変化の何倍に拡大されるかをあらわしています．

この拡大を表す値を
κ∞(A) = ‖A‖∞‖A−1‖∞ (7.2)

で書き，κ∞(A)を行列 Aの条件数（condition number）といいます∗8．

一般に，条件数が大きくなると，係数のわずかな変化で解の変化に大きな影響がでます [58, 67]．

条件数がものすごく大きくなるような行列は，相対誤差が拡大する可能性が高く，不安定性を持ちます．

このような行列を悪条件（ill-conditioned）な行列といいます．

実際の計算で ‖A−1‖∞ の値を少ない計算量で正確に見積もるのはなかなか難しい問題で，感度解析と
よばれる分野の中心問題です．詳しくは文献 [21, 71]を御覧ください．

7.2.3 誤差評価

以上の数値を用いて誤差評価を行ないます．

x̂を浮動小数点演算による Gaussの消去法を用いて求めた近似解，また ρを

ρ =
max
i,j,k

|a(k)
ij |

max
i,j

|aij | (7.3)

で定義します．このときWilkinsonさんはいくつかの仮定のもと，次の有名な定理を証明しました [42]．

Wilkinsonの定理

連立 1次方程式を Gaussの消去法で求めたとき，その相対誤差は次で評価される．

‖x̂ − x‖∞
‖x‖∞ ≤ 4n2 × κ∞(A) × ρ × εM (7.4)

条件数 κ∞(A)は行列 Aが決まれば固定されます．また，εも計算機と精度により決まります．

4n2 は次数 nによって決まり，浮動小数点演算においては不可避の値です．しかし，倍精度演算をすれ

ば，マシンイプシロンの頑張りでなんとか小さくなりそうです∗9

結局，Wilkinsonさんの与えた定理より次のことがわかります．

Gaussの消去法は，条件数と ρ がめちゃくちゃ大きくならない限り安定である．

ρは，三角行列化における不安定因子（growth factor），または増加因子と呼ばれます [43]．

7.2.4 悪条件の場合の対策

条件数 κ∞(A)がどれくらいの大きさになれば “悪条件”と言うか，基準はいろいろです．少なくとも n

に関して指数関数的な勢いで，たとえば 2n とか en とかで増加してしまうと，もうお手上げです．

文献 [71]から引用します．

∗8 条件数の定義は他にもいくつかあります．
∗9 逆にこの定理は，単精度演算で n = 10000や n = 100000などの計算をすることが危険であることを示しています．
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良条件の問題は，誤差が増大しない安定な方法を用いれば精度よく解くことができる．悪条

件の問題を精度よく解くためには，いくら解法を工夫してもだめである．唯一の対策は計算

桁数を多くすることである．

名取 亮『数値解析とその応用』

7.2.5 Hilbert行列

悪条件となる行列の有名な例として，Hilbert行列があります．Hilbert 行列は，David Hilbert さ

ん∗10(1862–1943) が 1894年に発表した論文より名付けられたもので，

aij =
1

i + j − 1
(7.5)

となる行列のことです．

有名な行列のわりには，どうやって導かれたのか数値解析の本にはあまり書いてないので，経緯を文

献 [15]から簡単に説明します．

問題は，区間 Ω = [0, 1]で定義される連続関数 f(x)を n − 1次までの多項式で

fn(x) =
n∑

i=1

cix
i−1

の形で近似したときの L2 ノルムの誤差:

E(c) = ‖fn(x) − f(x)‖L2(Ω)

を最小にするように係数 ci を決定するものです．なお，L2 ノルムとは

‖g(x)‖2
L2(Ω) =

∫ 1

0

g(x)2 dx

です．E(c)の微分は 0となるので，ci でひとつずつ微分して変形すれば，
n∑

j=1

(∫ 1

0

xi+j−2 dx

)
cj =

∫ 1

0

f(x)xi−1 dx

を得ます．

これは，n個の未知数に対する連立 1次方程式になっています．行列 Aの成分は

aij =
∫ 1

0

xi+j−2 dx =
1

i + j − 1

となって，式 (7.5)が出てきます．

Hilbert行列は，対称かつ正定値行列です．しかし，その条件数は指数関数的に増大します（詳しい値

が知りたい方は文献 [15, 22]を参照してください）．したがって，ほんのわずかな誤差の混入が著しく解

の精度を損ないます．対策としては，計算桁数を多くとるしかありません．

Hilbert行列は，そのあまりの条件数の悪さ，即ち解きにくさから，1940～50年代にかけて盛んに研究

されました∗11

ただし，Hilbert行列の構造を熱心に研究するより，Forsytheさんの次の指摘の方が正しいように思え

ます [15]．

∗10 20世紀前半の最も偉大な数学者の一人です．1900年パリの国際数学者会議における『23の数学の問題』は特に有名です．
∗11 n = 10までの逆行列を与えるだけの論文というのもあります．
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Hilbert 行列の条件の悪さは，この行列の導入に用いた近似の問題にさかのぼることができ

る．区間 0 ≤ x ≤ 1の上での関数 xi (i = 0, . . . , n − 1)はほとんど 1次従属である．この

ことは Hilbert行列の行ベクトルがほとんど 1次従属であること，すなわちこの行列がほと

んど特異であることを意味する．（中略）要するに，この近似の問題は，Hilbert行列のよう

な行列を導く形をしている以上，問題の “たて方が悪い”．
G. E. Forsythe and C. B. Moler

『計算機のための線形計算の基礎』

7.3 不安定因子の上限

Gaussの消去法におけるWilkinsonさんの定理 (7.4) のもう一つの主役は，不安定因子 ρです．

条件数が純粋に行列の性格，つまり問題の設定そのものに起因するのに比べ，不安定因子は行列の性格

にプラスして，算法の方法によって大きく変わります．

Wilkinsonさんは，誤差定理を証明するだけでなく，さらに文献 [40]において，ρの理論的な上限値を

与えました∗12．以下，方程式はスケーリングされていると仮定します．
ρの上限 (Wilkinson)

部分ピボット選択を用いたとき，
ρ ≤ 2n−1, (7.6)

完全ピボット選択を用いたとき，

ρ ≤ n1/2(2131/241/3 . . . n1/(n−1))1/2

≤ 1.8n1/4 log n,
(7.7)

対称正定値行列のとき（ピボット選択なし），

ρ ≤ 1,

対角優位行列のとき（ピボット選択なし），

ρ ≤ 2,

Hessenberg行列に部分ピボット選択を用いたとき，

ρ ≤ n.

これによって，Aが悪条件でない場合，対称正定値行列∗13と優対角行列はピボット選択をしなくても安

定，また Hessenberg行列でも部分ピボット選択によってほぼ安定といえます．

また，Wilkinson さんによれば，完全ピボット選択の上限 (7.7) は極めて「ゆるい」限界であって，証

明した本人も「ひどい過大評価だ」と認めています．実数行列において今まで知られている最大の ρは n

です．任意の正則行列に対して ρ ≤ n が成り立つのではないか，というWilkinson さんの有名な予想が

あり，特定の nでは証明ができています．しかし，一般の証明はまだのようです [28, 35]．

ここでは，Wilkinsonさんの予想を信用することにします．

∗12 1961年のこの論文の中で初めて “complete pivoting”と “partial pivoting” の用語が用いられました．
∗13 非対称正定値でも ρ ≤ 1を示すことができます．ただし，Lの成分が大きくなる可能性があります．
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完全ピボット選択のGaussの消去法は，条件数が指数関数的に増大しない限り安定

問題は，部分ピボット選択の上限 2n−1 です．式 (7.6)と式 (7.7)を比べて見ましょう．

n 10 20 50

完全ピボット選択 6.1 15 75

部分ピボット選択 512 524, 288 5.6 × 1014

部分ピボット選択の不安定因子の上限は，ものすごい勢いで増加します．これは，ちょっとまずいことに

なりそうです．

7.4 Wilkinsonさんの例題

部分ピボット選択を用いた Gaussの消去法における不安定因子の上限 2n−1 を証明したWilkinson さ

んは，同じ論文で，正確な上限を与える行列を披露しています [40]．

n次行列を An とします．行列の作り方は，以下の通りいたって簡単です．

k = 1, 2, . . . , n − 1に対し，An の第 k 列を

• 上から k − 1番目までが 0

• そのあとに 1, 1,−1, 1,−1, 1, . . . が続く

• 最後の列だけは −1, 1,−1, . . .

として作成します．Aの条件数はそれほど大きくありません [40]．従って，解の安定性は不安定因子 ρ の

大きさにかかってきます．

n = 5のときは 


1 0 0 0 −1
1 1 0 0 1

−1 1 1 0 −1
1 −1 1 1 1

−1 1 −1 1 −1




です．これを Gaussの消去法，または Crout法で LU 分解します．部分ピボット選択での行の変換は起

きません∗14．下三角行列 Lは，もとの A5 の下三角成分と完全に一致します．一方 U は，


1 0 0 0 −1
1 0 0 2

1 0 −4
0 1 8

−16




となり，右下の成分の絶対値が 24 = 2n−1 となっています．

行列の形を A50 で描いてみます．白い部分が 0，黒が 1，グレーが −1をとります．

∗14 ここがミソです．完全ピボット選択の場合，ピボットが変化して，不安定因子は常に 2以下に抑えられます．
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以下同様に，一般の An を部分ピボット選択で LU 分解した場合，上三角行列 U の右下成分が

(−1)n2n−1

となることが確認できます．

このことより，nが大きくなると，部分ピボット選択の Gauss消去法は非常に不安定になり，U のわず

かな違いが見当違いの LU の値を生む危険性をはらんでいます．

なぜ危険かの理論的な説明は文献 [38, 40, 43] に任せることにして，さっそく数値実験をします．

Wilkinsonさんの定義にしたがい，行列 An を作ります．bは，解が x = (1, 1, . . . , 1)T となるように

bi =
n∑

j=1

aij

で定義します．

nを 10から 180まで 10きざみで動かし，誤差を測定しました．計算は倍精度でおこなっています．計

算機は FUJITSU M-1800/20，FORTRAN77 EXコンパイラです．スケーリングつき部分ピボット選択

の Gaussの消去法サブルーチンとして，SSL IIの DVLAXを使いました [92]．

10

106

1011

1016

1021

1026

1031

1036

20 60 100 140 180

     

relative error

matrix dimension

不安定因子が ρ = 2n−1 の場合の解の振舞い

n = 60になる前から真の解から外れ，見当違いな方向に飛んでいってしまいました．

この原因を調べてみます．解が飛んで行ってしまう 55から 60までの ann の値を書き出します．
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n ann

55 18014398509481984

56 36028797018963968

57 72057594037927936

58 144115188075855870

59 288230376151711740

60 576460752303423490

IBMの浮動小数点の精度は，10進数に直すと約 17桁です．nを 58まで大きくすると，仮数部の精度

以上の情報が必要になります．浮動小数点演算では，情報をため込む領域ははじめから決まっているの

で，計算機は仕方なく下線部の情報をカットします．

その結果，ann − 1/2などの計算は，意味をなくし，その演算を繰り返すことによって，必要な情報が

次々に落ちてしまい，結果的に答がどんどん正解から離れていきます．

この反例より，次の悲観的な結論が導かれます．

部分ピボット選択の Gaussの消去法は，条件数がよい場合でも不安

定となる場合がある．

7.5 なぜ部分ピボット選択法が使われるのか？

Wilkinsonさんの後退誤差解析の結論を見れば，ピボットの部分選択法に関して，1943年の Hotelling

さんの予想の “4n−1”が “2n−1”になっただけのように見えます．

では，理論的にすぐれた手法∗15である完全ピボット選択法や，さらにすぐれた手法である QR 分解

法∗16が，なぜ部分ピボット選択に代わって台頭しなかったのでしょうか．

それには，“実際には”という，数値計算における膨大な経験則が関わってきます．

いくつかの本と論文から，Gaussの消去法に関するコメントを年代順に拾っていきます．

疑いもなく密な行列を持つ連立 1次方程式を解くための最もよく知られた方法は Gauss の

消去法およびその種々の変型である．N 個の未知数に関する N 個の密な方程式は N3/3程

度の回数の乗算とそれに通常あらい時間評価をする際には無視される他の算術演算で解くこ

とができる．

von Neumann と Goldstein による完全な誤差解析からディジタル型計算機で連立 1 次方

程式の固定小数点方式の解における積み重ねられた丸めの誤差に対するくわしい誤差限界が

与えられる．
G. E. Forsythe and W. R. Wasow (1960)

『偏微分方程式の差分法による近似解法』

von Neumannさんと Goldsteinさんは，1947年に発表した論文の中で，正定値対称行列の場合に，丸

め誤差の影響は，それまで考えられていたほど大きくないことを示しました [43]．

∗15 誤差が少なくて安定しているという意味．
∗16 Aを Householder法で QR分解した場合，不安定因子は ρ ≤ n1/2 になります [43]．
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（完全ピボット選択法を説明した後）消去の進行を最後まで円滑に進行させるには，このよ

うにするのが最も望ましいことである．人間の眼は状況を 2次元で認識するので，上のよう

な絶対値最大なものの捜索は人手による計算ではむしろ簡単である．機械計算では 1次元の

過程でこれを走査していかなれけばならない面倒があるが，しかし機械の高速性を考慮すれ

ば大したことではないので，ぜひこの手つづきを経由するのが望ましい．
宇野 利雄 (1963)

『計算機のための数値計算』

おそらく，電卓や数式処理ソフトの普及が，紙と鉛筆を使って自力で計算する能力を減退させているの

は間違いないでしょう．

プログラム 5.2 は Gaussの消去法を使って連立 1次方程式を解く．このプログラムの算法

が単純であることは教育の目的には理想的である．一般に優れた Gauss-Jordan 法の算法

はプログラム 9.7で示す．
J. M. McCormick and M. G. Salvadori (1964)

『FORTRANによる数値計算プログラミング』

この本 [25]では，Gauss-Jordan法に部分ピボット選択を施すプログラムをこの後で紹介してます．

Gauss-Jordan法が，Gaussの消去法に比べて「一般に優れている」と書いてある理由は，逆行列の計

算が簡単にできるためらしいです．

Aが対角優位でなく，正定値対称でも Hessenbergでもなく，U の増大について何も情報を

もっていない場合には，完全ピボット選択を行なう必要がある．
B. Wendroff (1966)

『理論数値解析』

理論的な立場からは，この結論になるでしょう．

肝心のWilkinsonさんの意見はどうでしょうか．

（ρ = 2n−1 となるような）どちらかというと特殊な行列も存在する．しかし，実際には，

そのように大きくなるのは非常にまれである．任意の要素が 8の大きさになることも，ごく

珍しいことであり，行列がまったく悪条件であるときは，次々と a
(k)
ij は減少する場合のほ

うがずっとありそうなことである．さらに，その成長がもっとゆるやかな因子で制限されて

いることが “事前的に”わかっているようないくつかの重要な類がある．
J. H. Wilkinson (1963)

『基本的演算における丸め誤差解析』

“いくつかの重要な類”とは，先ほどの定理であげたように，Aが対称正定値や対角優位や Hessenberg

行列な場合のことです．

つまり，ρ = 2n−1 となるようなものは “例外”であり，人工的に意地悪して作らないかぎり，不安定因

子が増大することはない，とWilkinsonさんは主張します．

さらに，完全ピボット選択法の問題点も指摘しています．
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こうして理論的に優れていることが示されても，完全ピボット選択法の利用が有効であるか

どうかは疑わしい．とくに，行列の各成分の数値の記憶に磁気テープを使うときには，実際

の管理上の問題が完全ピボット選択法においては，重要なことになってくるのである．完全

ピボット選択法の r 段階において，最大成分を定めるためには，(n − r + 1)2 回の減算をし

なければならないが，浮動小数点方式の演算では，減算の所要時間は，乗算に比較して無視

できるというわけにはいかない．
J. H. Wilkinson (1967)

『性質の悪い一次方程式の解法』

ピボット選択のために必要な比較の回数を調べると

部分選択 n(n + 1)/2回

完全選択 n(n + 1)(2n + 1)/6回

です．LU 分解にかかる演算回数 (2/3)n3 回 [47]と比較して，部分選択の場合は無視できる回数です．し

かし，完全選択の場合，ほぼ同じ回数がピボットを選ぶ作業で必要になります．

つまり，ピボットの完全選択法の方が，数少ない（とWilkinsonさんは言っています）特別な場合によ

りよい精度の結果を得ることができることは理論的にわかっているものの，“経験的に”部分選択法でも安

定な結果が得られているので，計算時間の節約のため，部分選択で十分だとWilkinsonさんはおっしゃっ

ているわけです．

この，“経験的に安定”と言い切れるだけの数値実験の積み重ねが，ピボットの部分選択付き Gaussの

消去法を「最も有名かつ信頼できる（密行列に関する）連立 1次方程式の数値解法」の地位に押し上げる

ことになります．

1970年代に入ると，数値計算の専門家は次のような結論を下します [16]．

行列の計算にとり組んできた人々が過去 15 ないし 20 年間に知った唯一のしかもきわめて

重要なことは，次の事実であろう．ピボットの部分的選択を行う Gauss 消去法では残差が

小さいことが保証される．
G. E. Forsythe, M. A. Malcolm and C. B. Moler (1977)

『計算機のための数値計算法』

1980 年代に入っても，ピボットの部分選択付き Gaussの消去法に与えられた地位はますます堅固なも

のになります．文献 [95]から引用します．

計算に誤差がないならば，有限回の 4 則演算で解が得られるのが直接法である．この中で，

ピボットの選択を伴う Gauss 消去法が計算の手間と精度の上で最も優れた方法とされてい

る．一時期，その精度について悲観的見方があったが，誤差の後退解析によって，この方法

の信頼性が保証された．（中略）完全選択法を用いた場合の方が a
(k)
ij の増大率について，よ

り小さい上界が得られているが，経験上，部分選択法で十分である．

『岩波数学辞典』(1985)

そうはいっても，根本的な疑問が残ります．Trefethenさんの言葉を借りましょう [34]．
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Wilkinson による Gauss の消去法についての標準的誤差解析は，ただちに安定性の議論

を消去過程で成分のサイズがどのくらい増大するのかという問題に帰着させる．つまり，

PA = LU の作成段階で，U の成分が Aのそれと比べて極端に大きく成長することがあり

うるか，ということである．原理的には答えは yesである．簡単な例により 2n−1 倍もの大

きさにすることができる．しかし現実には決して起きない．この経験的な結論はあまりによ

く確立してしまったため，次の注目すべき状況を忘れがちである．すなわち，なぜ（ピボッ

トの部分選択付き）Gaussの消去法が安定であるのか，誰も知らないのである！
L. N. Trefethen (1985)

“Three Mysteries of Gaussian Elimination”

7.6 random matrixでの実験

L. N. Trefethen さんは，この問題を 5年間あたためた結果，自分の問いかけに対して自分で答を出そ

うとしました．R. S. Schreiberさんとの共著で 1990年に発表した論文 [35]∗17において，Trefethenさん

は，次数が 1024 以下の行列に対し，適当な乱数を発生させて作った random matrixで Gaussの消去法

を片っぱしから解き，不安定因子の平均値を算定しました．

それによれば，平均値は

部分ピボット選択のとき ρ ≈ n2/3

完全ピボット選択のとき ρ ≈ n1/2

となりました∗18．

これをグラフにします．
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上の二つの曲線は，Wilkinson さんが証明した不安定因子 ρ の上限 (7.6), (7.7) です．下の二つは

Trefethenさんが random matrixを用いて計算した不安定因子の平均値です．

∗17 副題は “Dedicated to the memory of Jim Wilkinson.” です．
∗18 random matrix がどれくらい有効性を持つのかは，意見が分かれます．random matrix を用いたテストは大変重要だが，
十分ではない，という意見もあります [17]．
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L. N. Trefethenさんと R. S. Schreiberの実験が実際に数値計算で使用される一般の行列をうまく反映

していると信じるならば，このグラフによって不安定因子の増加は最悪の理論値よりも相当低いことにな

ります．

不安定因子が指数関数的に増加する行列は，平均値から遠く離れた極めて特異なものであり，もし行列

の条件数がめちゃくちゃに大きくなければ，部分ピボット選択付き Gaussの消去法は安定であると結論づ

けられます．

この頼もしい結果も取り込んで，現在数値計算をする人の共通の認識は次のようになっています．

部分的ピボッティングのコストは，計算全体のコストに比して無視できるくらい軽微なもの

であるが，完全ピボッティングのコストは大きく，計算全体そのものと同程度である．一

方，実用上は部分的ピボッティングで十分であることがわかっているので，通常は部分的ピ

ボッティングを採用する．部分的ピボッティングが有効に働かないで誤差の増大を起こすよ

うな例題も作れるが，それは病理学的な例で，実際上，めったに出会わないものである．
津田 孝夫 (1988)

『数値処理プログラミング』

7.7 病理学的な例

「めったに出会わない」ということは，たまには出会うということです．その意味で Trefethen さんが

「現実には決して起きない」と言うのは行き過ぎです．

最近，Wilkinsonさんが作った人工的な行列ではなく，“実際のモデル”から導かれたそれほど悪条件で

ない行列に対して，不安定因子が指数関数的に増加する例がいくつか報告されてましたので，簡単な紹介

と行列の作り方をお教えします．

7.7.1 Wrightさんの例

1つ目は，S. J. Wrightさんが 1993年に文献 [44]で発表した例です．IRn の 2点境界値問題:

y′ = M(t)y + q(t), y(a) = y(b) = β

を考えます．求めたいのは y(t) ∈ IRn です．M(t) は t についての n × n の関数行列，q(t) はベクトル

です．この問題を標準的な shooting method∗19を適用し離散化します．Wrightさんは特別な場合として

n = 2の

M(t) =
( −1/6 1

1 −1/6

)
, a = 0, b = 60

を考えました．係数行列 Aは次のようになります．

A =




I I
−eMh I 0

−eMh I
...

. . . . . . 0
−eMh I




∗19 手法は文献 [44]の参考文献を御覧ください．
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I は 2次の単位行列，hは区間 [a, b]の分割幅，

−eMh = I + Mh + O(h2) ≈
(

h/6 − 1 −h
−h h/6 − 1

)

です．Aは hが小さいなら，それほど条件数は悪くなりません．行列を Fortranの倍精度で生成するプロ

グラムは，次のようになります．

read(*,*) n ! 分割数
h = 60.0D0/n ! 分割幅
m = 2*n+2 ! 行列の次数
A = 0.0D0 ! 初期化

do i=1,m
A(i,i) = 1.0D0 ! 対角成分

end do

do i=1,n
A(2*i+1,2*i-1) = h/6-1.0D0
A(2*i+2,2*i-1) = -h
A(2*i+1,2*i) = -h
A(2*i+2,2*i) = h/6-1.0D0

end do

A(1,m-1) = 1.0D0 ! 残り
A(2,m) = 1.0D0

ところが，この行列 A を係数行列にする連立 1 次方程式を部分ピボット選択付き Gauss の消去法で

LU 分解すると，不安定因子が指数関数的に増大してしまいます∗20．Wilkinsonさんの行列と同じく，解

が x = (1, 1, . . . , 1)T となるように bを決めて数値実験します．計算機は FUJITSU M-1800/20 です．比

較のサブルーチンは

• GECP(完全ピボット選択)

• GEPP(部分ピボット選択)

• QR分解

で行いました∗21．

10-16

10-14

10-12

10-10

10-8

10-6

10-4

10-2

100

0 50 100 150 200

GEPP
GECP
QR_decomposition

matrix dimension

re
la

ti
ve

 e
rr

or

partial pivoting

complete pivoting

QR decomposition

∗20 n = 200程度で 2.59 × 1021 くらいに増大します．
∗21 GEPPは SSL IIの DVLAX，QR分解は同じく SSL II の Householder変換の DLAXLを用いました．
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QR分解と完全ピボット選択は，期待通りの精度を示しています．一方，部分ピボット選択では，行列の

次数が 120くらいで見当違いな解に発散します．原因は，Wilkinsonさんの例題と同じで，不安定因子の

指数関数的な増加のためです．

参考のために，行列 Aの形を graphicsにします．□が 0，■が 1，残りはグレーで書きます．

Wrightさんの作った行列の形

7.7.2 Fosterさんの例

実際の数学モデルから導かれる連立 1 次方程式において部分ピボット選択付き Gaussの消去法が失敗

する 2つ目の例として，L. V. Fosterさんが 1994年に文献 [17]に発表した論文∗22を紹介します．

問題は 2階の線形 Volterra∗23 型積分方程式から導かれる

x(s) −
∫ s

0

k(s, t)x(t) dt + β(s)x(L) = G(s)

を一般的な求積法で近似するものです．求めたいのは区間 [0, L] 上の x(s)，その他の関数は既知です．

Fosterさんは，既知の関数を連続問題の解が具体的にわかるように選び，その離散近似を行いました．積

分の近似は Newton-Cotes∗24公式と Simpson∗25の公式を組み合わせて用います．

この近似から導かれる行列 Aは悪条件ではありません．しかし，部分ピボット選択による LU 分解を

すると，ある n以上ではピボット選択をしなくなり，そのため不安定因子が急激に増大します．

Foster さんは素晴らしいことに，MATLABという行列演算ソフトウェアを使ったプログラムをネッ

トワーク上で公開していました∗26．そこで，プログラムをとり寄せて Fortranにプログラムを組み直し，

数値実験しました．

∗22 “Gaussian Elimination with Partial Pivoting Can Fail in Practice” という，そのものズバリの表題です．
∗23 Vito Volterra(1860–1940)さんはイタリアの数学者です．
∗24 Roger Cotesさん (1682–1716)の名前が半分入っています．
∗25 Thomas Simpson さん (1710–1761)から来ています．
∗26 アクセス先は論文に書いてあります．
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これは文献 [17]の最初の例題です．誤差は，連続問題の真の値と近似解の相対誤差です．DLAXは，部

分ピボット選択付きの Crout法の LU 分解，DGEFA/SLは LANPACKのサブルーチンです．また，GENP

はスケーリングもピボット選択もしない Gaussの消去法の解法，GECPはおなじみスケーリングと完全ピ

ボット選択を行なったサブルーチンです．

GECPが順調に収束していくのに対し，他のサブルーチンは，ある n から急に力つきて飛んで行って

しまう様子がよくわかります．

10-1

101

103

105

107

109

1011

1013

1015

1017

0 50 100 150 200

DLAX
DGEFA/SL
GECP
GENP

di
ff

er
en

ce
 o

f e
le

m
en

ts

matrix dimension

こちらは，不安定因子の値をプロットしたものです．完全ピボット選択以外のプログラムが真の解から

突然離れていく原因が，不安定因子の急激な増大による丸め誤差の累積によることがわかります∗27．

文献 [17] にはもう一つ例題があり，上と同様な挙動を示します．こっちは A がすぐに作れます．

Fortranで書けば，

∗27 これだけ不安定因子が増大すると，反復改良をかけても，行列が “特異”だと判断されてしまいます．
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read(*,*) n ! 行列の次数
k = 1.0D0 ! 定数 1
C = 6.0D0 ! 定数 2
L =40.0D0 ! 区間幅
h = L/dble(n-1) ! 分割幅
A = 0.0D0 ! 初期化

do i=3,n
do j=2,i-1

A(i,j) = -k*h
end do
end do

do i=2,n
A(i,1) = -k*h/2.0D0
A(i,i) = -k*h/2.0D0 + 1.0D0
A(i-1,n) = -1.0D0/C

end do

A(1,1) = 1.0D0
A(n,n) = 1.0D0 - 1.0D0/C - k*h/2

で部分ピボット選択付きの Gaussの消去法が倍精度演算で失敗する例ができます．

この行列の形状を描きます．□が 0，グレーが −kh/2の部分です．

Foster さんの作った行列の形

Wilkinson さん，Wright さん，Foster さんの行列の形を見比べると，なんとなく似ていることに気づ

きます．このような形の行列を乱数で発生させるのはかなり難しいでしょう∗28．

逆に，行列の形から部分ピボット選択の Gaussの消去法が失敗することを事前に判断する基準ができる

ならば，これは素晴らしいことです∗29．

Foster さんは，論文の最後の章の「なぜ部分ピボット選択が失敗する実際の例がこれまで報告されな

かったのか？」という項で，次のように述べています [17]．

∗28 条件を限定した random matrix を作れば，違う結果が出るかもしれません．
∗29 ただし，“この形以外は安定である”というのを証明するのは大変だと思います．
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我々は（失敗する例がこれまで報告されなかった）本質的な理由は，このような例が極めて

“まれ” であるからだと期待する．問題の設定と解法へのアプローチは慎重に選択されたも

のである．しかしながら，数値線形計算のソフトウェアパッケージのほとんどが不安定因子

について何の情報も提供しておらず，そして不安定因子の増大が，時々ではあるが，実際に

発生している可能性があることを指摘すべきであろう．
L. V. Foster (1994)

“Gaussian Elimination with Partial Pivoting Can Fail in Practice”

“速さ”の名のもとに疎外されている完全ピボット選択付きGaussの消去法が “精度”の名のもとに頼りに

されるのは，このような場面です．

おそらく，ほとんどの専門家が指摘する通り，部分ピボット選択が実際の数値計算において致命的な不

安定因子の増大を起こすことは “まれ”なのでしょう∗30．しかし，プログラムのバグ取りも兼ねて，数値

計算の信頼性をあげるために複数の解法を試してみることは，大変効果があります∗31．そんなとき，完全

ピボット選択付き Gaussの消去法は（2倍以上の実行時間がかかるものの）うってつけの解法だといえま

す．そして，もしかしたら，皆さんを “致命的な失敗”から救ってくれるかも知れません．

∗30 なんせ見つけただけで論文になるのですから．
∗31 ついでに精度やパラメータもいろいろ変えてみましょう．
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inférieur a celui des inconnues —Application de la méthode a la résolution d’un systéme defini
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