
実対称行列の正定値性判定プログラム
Numerical Veri�cation of Positive-De�niteness for Real Symmetric Matrices

渡部 善隆y 山本 野人z 中尾 充宏z

実対称行列の正定値性判定プログラム vpdsmを VPP700/56上でテスト公開します． vpdsmによる計
算結果は，区間演算 (cf.4章)による丸め誤差の考慮を行なっているため，正定値性が判定された場合，行
列が《数学的に厳密な意味で》正定値であることを保証します．また，正定値であることが判定された行
列については，最小固有値の下限もあわせて出力します．
本プログラムは，平成 6年度後期～平成 9年度前期のプログラムライブラリ開発課題『精度保証付き

数値計算システム』によって得られた成果の一部です．

1 プログラムの概要

この章では，vpdsmの概要を説明します．なお，対象
とする行列はすべて正方行列です．

1.1 実対称行列の正定値性

科学の多くの分野において実対称行列 (real symmet-

ric matrix)は頻繁に登場します1．そして，それらの行
列が正定値 (positive de�nite)であるならば，理論面 (例
えば反復法の収束証明の仮定が満たされる)および実用
面 (例えば計算量の少ない行列の分解法を選択できる)双
方でよいことがたくさんあります (例えば [1], [2], [6],

[15]を参照)．
正定値の定義

n� nの実対称行列 Aと x 6= 0である任意の n� 1

実ベクトル xに対し

x
T
Ax > 0

となるとき， Aは正定値であるといいます．ま

た，行列 Aは正定値性 (positive-de�niteness)を

持つといいます．

定義中の \T"は転置記号です．
実対称行列の正定値2性は，すべての実固有値が正で

あることと同値です (cf.7.1節)．従って， n � nの実対
称行列が正定値であるかどうか判定するには，その n個
の固有値を調べればよいことになります．
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1例えば，自然現象を数学の言葉で記述した支配方程式の \離散化"
と \線形化"の結果としてよく得られます．実対称行列とは，要素が実
数であり，転置行列と一致するような行列のことです．

2「正定値」は，「正値」または「正定符合」と呼ばれることもあ
ります．

ところが，与えられた行列の固有値を定義通り紙と鉛
筆 (手計算)で求めようとすると， n次の代数方程式を解
く問題に帰着します．しかし， 5次以上の代数方程式に
対する根の公式が存在しないことは，有名な「ガロアの
理論」によって証明されています (例えば [9]を参照)．
つまり，仮に無限桁を保証する計算機や有理数演算を

用いたとしても， (5次以上の)固有値問題を一定回数の
操作で完全に解くことは不可能であり3，どうしてもあ
る収束条件を課した反復法を計算の一部に取り入れる必
要があります．
従って，数値計算によって固有値を評価し，実対称行

列の正定値性を判定するためには，丸め誤差の見積りに
加えて反復法の打ち切り誤差も考慮する必要があります．
行列の正定値性の判定法については，これまで幾つか

の手法が提案されています (例えば [7], [8], [14])．しか
し，それらの手法は，限定された行列に対して適用可能
であったり，置換行列4の存在や反復法の収束を判定条
件とするなど，必ずしも汎用性と厳密性を持つアルゴリ
ズムとは言えません．

1.2 正定値性判定プログラム

vpdsmは，利用者が用意した実対称行列データ，また
は対称行列を含む区間データ読み込み，その正定値性を
判定するプログラムです．
具体的には， Householder-bisection法 (アルゴリズム

は例えば [21]を参照)により得られた行列の近似最小固
有値の近傍を調べ，最小固有値が真に 0より大きいかど
うかを評価します．また，正定値であることが保証され
た行列に対しては，最小固有値の下限5を出力します．

3数式処理ソフトのMathematicaやMaple Vは 4 � 4以下の行
列に対しては根の公式を用いた計算を行ないます．しかし次数が 5次
以上になると，よほど \型にはまった"行列以外は近似計算によって固
有値を計算します．近似計算アルゴリズムに何を用いているのかはマ
ニュアルには書いてありません (ここが数式処理ソフトの不気味なとこ
ろです)．

4行列の特定の行または列を入れ換えるために左右から引っかける
行列のこと． 1がどの行もどの列もちょうど 1個あり，他はすべて 0
の行列です．

5これ以下には絶対にないという値．
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さらに利用者は，パラメータを自身で調節することに
より，最小固有値の下限をより \シャープ"にすること
も可能です．

vpdsmの特徴は，計算機の浮動小数点演算において発
生する丸め誤差を完全に取り込みながら進むため，もし
行列の最小固有値が正であるという結果を得た場合，行
列の正定値性が数学的に厳密な意味で保証されるところ
にあります6．

vpdsmのアルゴリズムは 5章で紹介します．

2 利用方法

この章では，vpdsmの利用方法を説明します．

2.1 動作環境

vpdsm (/usr/local/bin/vpdsm )は， VPP700/56

(ホスト名 kyu-vpp， IPアドレス 133.5.9.70)の 1PE7で
動作します．正定値判定の部分は Fortran 90で作成さ
れた実行可能形式ファイルです．
利用者は， 5種類の形式のどれかを選択し，対応する
行列データを用意します．データは kyu-vppのエディタ
である emacsまたは viで作成するか，ftp(/bin/ftp)

などで kyu-vppに転送します．
また，汎用計算機の UNIXシステム (kyu-cc)からの

vpdsmの利用はできません．

2.2 入力形式

vpdsmの入力形式は

vpdsm size type delta matrix-�le

です．それぞれ空白で区切ります．順序の入れ換えはで
きません．
各パラメータ，ファイル名の内容は次の通りです．

size 行列の次数 (整数)

type 行列の種類 (1～ 5の整数)

1 � � � 整数または実数データ

2 � � � 区間データ

3 � � � 有理数データ

4 � � � バイナリデータ

5 � � � バイナリ区間データ

delta パラメータ � (0 < � � 1の実数)

matrix-�le 行列データを格納したファイル名

6大げさに言えば，計算機による定理の証明です．謙虚に言えば，
Householder-bisection法の打ち切り誤差を評価することによる近似
計算の信頼性の確認です．

7Processor Elementの略．詳しくは [22]を参照．

sizeは行列のサイズ (次数)を指定します．例えば 10�

10の場合は 10です．整数以外の値 (例えば 10:0)を指定
すると，読み込み時にエラーとなります．また，行列サ
イズとmatrix-�leのデータとの整合性がとれていない場
合にもエラーとなるか誤った結果を返すため注意が必要
です．
typeは入力する行列の種類を整数で指定します．整数

以外の値を指定すると読み込み時にエラーとなります．
また， 1 � 5以外の整数を指定した場合は， 1が指定さ
れたものとして処理が続行されます．
deltaは 5章で紹介する微小な値 �を入力します．例え

ば， � = 10�2 の場合，0.01，1.0E-2, 1.0D-2などと
指定します． 6章の数値実験で見る通り， �の値は行列
の性格 (条件数，サイズなど)，および，どれくらい最小
固有値の下限を精度よく求めたいかに応じて適宜使い分
けてください．
matrix-�leは正定値性を判定する行列データの格納さ

れたファイル名です．形式は typeで指定した行列の種類
に応じて異なります．入力データの形式は 2.5節で説明
します．

2.3 対話型での利用

vpdsmのあと，一つ以上のスペースをおいてパラメー
タとファイル名を入力します．
以下は，次元数 10の有理数データ， � = 10�2，ファ
イル名が \matrix.data"の例です．

kyu-vpp% vpdsm 10 3 0.01 matrix.data �
� �

� �

処理結果は標準出力に書き出されます．結果をファイ
ルに落すにはリダイレクション \>"を用います．例と
して，ファイル \out"に出力します．

kyu-vpp% vpdsm 10 3 0.01 matrix.data > out �
� �

� �

処理結果の見方は 2.6節を参照してください．

2.4 バッチ処理での利用

行列のサイズが大きい8場合はバッチ処理をお勧めし
ます．
利用方法は， VPP700/56で Fortran, Cプログラム，

Gaussianなどをバッチ処理で実行する手順と同様です9．
ここでは最低限の手順のみ紹介します．詳しくは [22], [17]

を参照してください．

8300 � 300を超えると分単位の実行時間が必要になります．ま
た，対話型処理の記憶領域の制限値を超えてしまった場合もバッチ処
理となります．行列のサイズと計算時間については， 3.6節で実測デー
タを紹介します．

9ここでの「バッチ処理」とは，コマンドの最後に \&"をつける
UNIXの「バックグラウンドでの実行」とは処理形態が異なることに
ご注意ください． \&"をつけた場合には対話型処理と同様の制限値，
演算負担金が適用されます．
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まず「バッチリクエスト」と呼ばれるシェルスクリプ
トを kyu-vppのファイルとして作成します．例ではファ
イル名を \a.sh"とします．ファイル a.shには， kyu-

vppのホームディレクトリから matrix.dataのあるディ
レクトリへの移動 (cdコマンド)に続けて，対話型と同
様の処理手順を記述します．

#  � cshで記述
cd EXAMPLE  � ディレクトリの移動
vpdsm 100 3 0.001 matrix.data

上は，次元数 100の有理数データ， � = 10�3，ファ
イルは EXAMPLEディレクトリの matrix.dataとした
バッチリクエストの記述例です．
次に，qsub(/bin/qsub)コマンドでバッチリクエス
トを投入します．

kyu-vpp% qsub a.sh �
� �

� �

Request 41739.kyu-vpp submitted to queue: p1.

ジョブの処理状況は qps(/usr/local/bin/qps)コ
マンドで確認できます．
例では，処理結果はジョブを投入したディレクトリに

\a.sh.o41739"および \a.sh.e41739"というファイル
名で返却されます．返却されるファイルの名前は，バッ
チリクエストファイル名と qsubコマンドを入力した際
に自動的に発行される 5桁の識別番号で構成されます．
\o"がつくファイルに vpdsmの処理結果が， \e"がつ

くファイルにエラーが起きた場合のメッセージがそれぞ
れ出力されます．

2.5 入力データの形式

この節では，行列データの作成方法について説明しま
す．

2.5.1 整数または実数データ (type=1)

type=1の場合，整数または実数データを 10進のテキ
スト形式で与えます．
行列を A = fAijg，サイズを nとするとき，データ
は空白を区切りとして

A11 A21 : : : An1 A12 A22 : : : An2 : : : A1n A1n : : : Ann

の順番にすべての要素を記述してください10．途中で適
当に改行しても構いません．
また，vpdsmは行列データを IEEE浮動小数点形式 64

ビットデータ11に変換して計算を行ないます．よって，
指数部 11ビットで表現できる範囲を超える行列は処理
できません．また，仮数部 53ビット (隠れビットを含む)

を超える情報は切捨てられます．
10対称性の確認と対称行列を包含する区間行列を作成する理由か

ら，すべての要素が必要となります．
112進です．VPP700/56の Fortranコンパイラである Fortran

90/VP では REAL(KIND=8)(倍精度実数型)です．詳しくは [19]を参
照してください．

◇ Example 1

4� 4の整数行列
0
BBBB@

4 3 2 1

3 3 2 1

2 2 2 1

1 1 1 1

1
CCCCA

の行列データです．

4 3 2 1  � 整数データ
3 3 2 1

2 2 2 1

1 1 1 1

◇ Example 2

5� 5の実数行列0
BBB@

0:81321 �0:00013 0:00014 0:00011 0:00021

�0:00013 0:93125 0:23567 0:41235 0:41632

0:00014 0:23567 0:18765 0:50632 0:30697

0:00011 0:41235 0:50632 0:27605 0:46322

0:00021 0:41632 0:30697 0:46322 0:41931

1
CCCA

の行列データです．

0.81321 -0.00013 0.00014 0.00011 0.00021

-0.00013 0.93125 0.23567 0.41235 0.41632

0.00014 0.23567 0.18765 0.50632 0.30697

0.00011 0.41235 0.50632 0.27605 0.46322

0.00021 0.41632 0.30697 0.46322 0.41931

このようなデータを作成する場合は，必ず 3.2節を参
照してください．

◇ Example 3

4� 4の実数行列の例です12．

0.2173913043478261 0.1739130434782609

4.347826086956522E-02 4.347826086956522E-02

0.1739130434782609 0.2173913043478261

4.347826086956522E-02 4.347826086956522E-02

4.347826086956522E-02 4.347826086956522E-02

0.1739130434782609 8.695652173913043E-02

4.347826086956522E-02 4.347826086956522E-02

8.695652173913043E-02 0.1739130434782609

このようなデータを作成する場合は，必ず 3.2節を参
照してください．

12Fortranプログラムを用いて入力データを作成する簡単な方法と
して，倍精度または整数行列 Aを定義した後に \WRITE(N,*) A" (N
は適当な unit番号)で行列を書き出すことが考えられます．
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2.5.2 区間データ (type=2)

type=2の場合，データは 10進のテキスト形式で行列
の各要素を区間 (cf.4章)として与えます．
すなわち，行列Aの各要素 Aij は上限と下限を持つ区
間 [Aij ; Aij ]内の実数として表現されます．
データは，行列の区間要素の下限，上限を続けて

A
11

A11 : : : An1 An1 : : : A1n A1n : : : Ann Ann

の順番にすべての要素を記述してください．区切りは空
白です．上限と下限が一致する場合でも，同じ数値を記
述してください．
要素に関する条件は type=1と同じです．

◇ Example 4

4� 4の区間行列0
BBBB@

[3:99; 4:01] [2:99; 3:01] [1:99; 2:01] [0:98; 1:02]

[2:99; 3:01] [3:00; 3:00] [1:99; 2:01] [0:99; 1:01]

[1:99; 2:01] [1:99; 2:01] [1:99; 2:01] [0:99; 1:01]

[0:98; 1:02] [0:99; 1:01] [0:99; 1:01] [0:99; 1:01]

1
CCCCA

の行列データです．

3.99 4.01 2.99 3.01 1.99 2.01 0.98 1.02

2.99 3.01 3.00 3.00 1.99 2.01 0.99 1.01

1.99 2.01 1.99 2.01 1.99 2.01 0.99 1.01

0.98 1.02 0.99 1.01 0.99 1.01 0.99 1.01

行列の要素を区間で与える場合，vpdsmは区間行列に
含まれる《すべての対称行列》に対する正定値性を判定
します．

2.5.3 有理数データ (type=3)

type=3の場合，行列を有理数で与えます．
個々の有理数データは空白をおかずに

符合 分子 (整数) / 分母 (整数)

で与えます．行列の順序は type=1と同じです．
以下は注意事項です．

� 一行に最大 255文字まで記述できます．それ以上
は改行してください．

� 有理数の区切りは空白です．

� 分母，分子は IEEEの 8バイト整数型で記述でき
る範囲

�9223372036854775808 � 9223372036854775807

以内で記述してください．

� 整数の場合 \/"は必要ありません．

� 一つの要素を \234/45+1/2"などと記述すること
はできません．

◇ Example 5

4� 4の有理数行列
0
BBBBBBBBBBBB@

1 �
1

2

1

3
�
1

4

�
1

2

2

3
�
3

4
1

1

3
�
3

4

11

3
�1

�
1

4
1 �1

9

4

1
CCCCCCCCCCCCA

の行列データです．

1 -1/2 1/3 -1/4

-1/2 2/3 -3/4 1

1/3 -3/4 11/3 -1

-1/4 1 -1 9/4

2.5.4 バイナリデータ (type=4)

type=4の場合，行列データを Fortran 90/VPの書式
なし write文で出力した IEEE浮動小数点形式の倍精度
実数型データとして与えます．ファイルはバイナリファ
イルです．
書式なし write文でのファイルの書き出しは，例えば

REAL(KIND=8),DIMENSION(10,10) :: A

:

WRITE(1) A ! 書式なし write文

とします (内容の説明は省略します)．
書式なし write文での記録方法は処理系 (計算機，コ

ンパイラ)依存ですが， IEEE浮動小数点形式をサポー
トしている処理系の多くに互換性があります13．
Fortran 90/VPの書式なし Fortran記録についての詳

細は [19]を参照してください．

2.5.5 バイナリ区間データ (type=5)

type=5の場合， type=4のバイナリデータを区間とし
て与えます．データ並びは Fortran 90/VPの書式なし
write文で出力した IEEE浮動小数点形式の倍精度複素
数型データと同じ形式です．
また区間データは， Fortran 90のモジュール機能 (例

えば [4]を参照)を用いることで簡単に定義できます．
以下は Fortran 90/VPでの区間行列の定義と出力例

です．

13センターのwisdom，medics, および東北大学の SX-4/128H4

でデータの互換性を確認しました． kyu-cc, kyu-mspは IBM形式
(M形式) のため互換性がありません (変換可能ですが，情報が欠落し
ます)．
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MODULE IVL_DEF
TYPE INTERVAL

SEQUENCE
DOUBLE PRECISION LOWER, UPPER

END TYPE INTERVAL
END MODULE IVL_DEF

USE IVL_DEF
TYPE(INTERVAL),DIMENSION(10,10) :: A

:
WRITE(1) A

2.6 処理結果の見方

2.6.1 正定値性が判定された場合

vpdsmによって正定値性が判定された場合にはメッセー
ジと最小固有値の下限が出力されます．

*********************************************
* GIVEN 4 TIMES 4 MATRIX IS
* POSITIVE DEFINITE RIGOROUSLY.
* LOWER BOUND OF MINIMUM EIGEN VALUE IS
* 9.573528097924996E-05
*********************************************

deltaを更に小さくすることで，より最小固有値に近
い下限を得ることができます．ただし，判定条件を満た
さなくなる可能性も高くなります．

2.6.2 近似最小固有値が負になった場合

近似最小固有値が負になった場合，アルゴリズムの条
件が満たされなくなります．従って vpdsmは判定を打
ち切り，以下のメッセージを出力します．

APPROXIMATE MINIMUM EIGENVALUE = -0.4912715326
----------------------------------------------
APPROXIMATE MINIMUM EIGENVALUE IS NONPOSITIVE.
THE VERIFICATION ALGORITHM CAN NOT BE APPLIED.
**THIS MATRIX MIGHT BE NON-POSITIVE DEFINITE**
----------------------------------------------

2.6.3 近似Cholesky分解に失敗した場合

5章のアルゴリズムの近似的なCholesky分解に失敗し
た場合は，以下のメッセージを出力し処理を打ち切りま
す．

----------------------------------------------
APPROXIMATE MINIMUM EIGENVALUE = 9.6702234E-05
----------------------------------------------
APPLOXIMATE CHOLESKY DECOMPOSITION FAILED.
PLEASE SET MORE LARGER DELTA THAN 1.00000E-16
----------------------------------------------

この場合， deltaの値を大きくし，再実行してみてく
ださい．

2.6.4 検証条件を満たさなかった場合

5章のアルゴリズムの最後の検証条件を満たさなかっ
た場合は，以下のメッセージを出力します．

*********************************************
* NUMERICAL VERIFICATION FAILED.
* PLEASE SET MORE LARGER DELTA THAN 1.0E-08
* AND TRY AGAIN.
*********************************************

この場合， deltaの値を大きくするか，区間データを
与えている場合は区間の幅が小さくなるかどうかを検討
してください．また，行列の対称性を確認することもお
勧めします．

2.6.5 エラーメッセージ

\jwe"で始まるメッセージが標準エラー出力14に書き
出されている場合は， Fortran 90/VPが何らかのエラー
を検出しています．
入出力に関するメッセージの場合，入力パラメータと

行列データとの整合性がとれていないことが考えられま
す．
その他，指数アンダーフローやオーバーフローを起こ

して実行が打ち切られた旨のメッセージが書き出されて
いる場合は，残念ながら vpdsmが扱える範囲を超えた行
列である可能性が高くなります．

3 注意事項

この章では， vpdsmを使用する際の注意事項を述べま
す．

3.1 数学的な厳密性を得るための条件

行列の正定値性が vpdsmによって判定された場合，
その結果が数学的に厳密であるためには，以下の条件が
必要です．

� 整数または有理数データ
結果は厳密に保証されます．

� バイナリ区間データ
与えた区間行列に欲しい行列が真に含まれていれ
ば，結果は厳密に保証されます．

� 区間データ
テキスト形式で与える 10進数データを計算機内で
扱うことのできる 2進数データに変換する時に変
換誤差が生じます． vpdsmはこの変換誤差は考慮
しません．従って，数学的に厳密であるためには，

14標準エラー出力をファイルに出力するには \>&"をつけ，例えば
vpdsm 10 4 0.01 test.data >& outとします．
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判定したい行列が 2進数に変換された区間行列に
真に含まれていることが条件です15．

� バイナリデータ
データが欲しい行列に《完全に》一致しているこ
とが条件です．

� 実数データ
2進数に変換したデータが欲しい行列に《完全に》
一致していることが条件です．

3.2 行列データ自身の持つ誤差

3.1節の条件にあるように，特に行列データが実数の場
合は注意が必要です．
例えば 1/3を 0.3333で表現することによって発生

する誤差，あるいは行列を用意する計算の段階で累積す
る丸め誤差については利用者が責任を持って対処する必
要があります．
従って，実際に厳密な評価を行ないたい場合は，有理

数データとして行列を表示するか，区間データによって
値を

[0.333333333333332,0.333333333333334] 3
1

3

などと表現することが必要です16．

3.3 「正定値でない」ことの判定

vpdsmは与えられた行列が正定値であるかそうでない
かを判定するプログラムではありません．もちろん，正
定値性が判定できた場合， (3.1節の仮定のもと)数学的
に厳密な意味で正定値であることが保証されます．しか
し，vpdsmによって正定値性が判定されなかった行列が
「正定値でない」ことは保証しません17．

3.4 入力した行列が対称でない場合

vpdsmは，入力データが Aij 6= Aji となっている場
合，Aij ; Aji で表現される区間を再構成し処理を続行し
ます．
例えば， Aij = 1, Aji = 2の場合，その両方を含む

区間 Aij = Aji = [1; 2]に変換します．
入力が区間の場合も同様です．例えば，Aij = [�1; 1],

Aji = [0; 2]の場合，区間 Aij = Aji = [�1; 2]に変換
します．

15Fortran 90では 2進数出力を例えば \WRITE(6,'(B64)')"な
どで簡単に出力できます．変換誤差はこの機能を用いることで確認で
きます．
16ここではわかりやすいように 10進数で書いていますが， 2進数

に変換した後の区間に 1/3が含まれていることが必要です．
17Householder-bisection法は信頼できる数値解法だといわれてい

ます．従って，浮動小数点演算による数値計算の結果，最小固有値が
正であることがわかれば，その行列が正定値である可能性は極めて高
いといえます．その意味で， vpdsmは近似計算の確実な保証を与える
プログラムだともいえます．

3.5 区間の幅

区間の幅が大きい場合は，行列のスペクトル半径 (固
有値の絶対値最大)がよほど大きくない限り，正定値性
は保証されません．
従って，区間行列でデータを与える場合，区間の幅は

できるだけ小さくとるように心がけてください．
区間の幅と正定値性の関係については， [11]で詳しい

理論的考察が与えられています．

3.6 演算時間

行列のサイズに応じた vpdsmの CPU時間は次の通り
です18

n� n CPU時間

64� 64 0.36秒

128� 128 2.67秒

256� 256 21.1秒

512� 512 212秒

1024� 1024 1,705秒

2048� 2048 10,870秒

4096� 4096 89,070秒

すべて行列の正定値性の確認に成功したケースです．行
列の読み込みに要する時間は含まれていません19．

4 区間演算の概要

この章では，数値計算結果に含まれる丸め誤差の厳密
な評価を得るための基礎となる区間演算 (interval arith-

metic)について簡単に説明します．詳細は [10], [13]を
参照してください．

4.1 区間演算の定義

区間演算では，数値に含まれる誤差を考慮するため，
実数 xを下限 xと上限 xによる区間 (interval)

X = [x; x ] = fx jx � x � x g

で表現します．さらに，すべての演算を区間に対する演
算で置き換えます．
例えば，区間X = [x; x ], Y = [ y; y ]に対する四則

演算の定義は次の通りです :

X + Y = [x+ y; x+ y ];

X � Y = [x� y; x� y ];

X � Y = [minfxy; xy; xy; xyg;maxfxy; xy; xy; xyg ];

X=Y = [x; x] � [1=y; 1=y ]:

181997年 11月測定．
19行列のサイズはバンクコンフリクト (cf.[20])の起こる可能性の

もっとも高い値を選んでいます． nをこの値から 1ずらすと数%早く
なります． また，行列の読み込み時間は全体の演算時間に比べてわず
かのため，演算時間はどの行列タイプに対しても当てはまります．
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ただし除算では Y 63 0とします．
このとき，実数 xは 1点から成る区間 [x; x ]として考

えます．また，区間の絶対値を jXj � maxfjxj; jxjgで，
中点をmid(X) � (x+ x)=2で定義します．

4.2 計算機上での実現方法

計算機で表現可能な区間は，その上下限が計算機で表
現可能な浮動小数点数に限られます．
計算機上で表現可能な浮動小数点数全体を S として，

I(S) � f [a; b] j a; b 2 S かつ a � b g;

また \�"を四則演算のどれかとします．
X, Y 2 I(S)に対して，一般に X �Y 2 I(S)とは限

りません．しかし，X � Y � Z となる Z 2 I(S)が存
在する場合には，X � Y の I(S)への丸め:R(X � Y ) 2

I(S)を定めることができます．実際には，X � Y � Z

となる最も区間幅の狭い Z を R(X � Y )として定めま
す．

4.3 区間演算ライブラリ

浮動小数点の形式に応じ，四則演算結果の最大誤差が
決まります．従って，この最大誤差を用いることでX �

Y の I(S)への丸めを定めることができます．
近年，これらの操作を組み込んだ区間演算ライブラリ

が幾つか公開されるようになりました．特にC++, For-

tran 90の演算子再定義 (operator overloading)機能を
用いるライブラリは，利用者の手持ちの計算機上での区
間演算を比較的容易に実現します．

vpdsmは， R. Baker Kearfottが中心になって開発し
た \INTLIB_90"([5])の区間演算に関するモジュールを
用いて作成したプログラムです20．
区間演算ライブラリに関する詳細はWWWの URL:

http://interval-computations.home.ml.org/

を御覧下さい．

5 アルゴリズム

この章では，vpdsmのアルゴリズムと証明を述べます．
なお，ほぼ同様の手法が [12]で提案されています．

5.1 アルゴリズム

要素を区間として持つ n � n行列をX とします．ア
ルゴリズムは，X に含まれるすべての実対称行列の正
定値性を判定します．

20現在規格化が進行中の次期 (日本では次々期)Fortran規格 \For-

tran 2000"では，区間演算を規格に入れることが話し合われているそ
うです．もし規格化されると区間演算をより手軽に利用することがで
きるでしょう．

アルゴリズムの 1.と 4.以外の実際の計算は，区間演
算によって丸め誤差を評価しながら行ないます．
また \mid(X), mid(Y )"は区間行列の各要素の中点21に

よって構成される行列， I は単位行列です．
Algorithm

1. mid(X)の近似最小固有値 �を求める．

2. ある微小な数 0 < � � 1により ~� � (1� �)�

とする．

3. Y � X � ~�I を計算．

4. mid(Y )を近似的に Cholesky分解 :

mid(Y ) � ~C ~CT する．

5. Z � ~C ~CT � Y を計算．

6. � � max
1�i�n

nX
j=1

jZij j を計算．

7. ~�� � > 0ならばX に含まれるすべての実対

称行列は正定値．かつ ~���はX の最小固有

値の下限．

実際の計算における \~�� � > 0"の判定は， ~�を含む
区間の下限が �を含む区間の上限より大きいことを見ま
す．
また， 4.の近似 Cholesky分解では，対角成分が 0で

ないことを仮定します．

5.2 アルゴリズムの証明

X に含まれる任意の実対称行列をX0 とおきます．以
下，証明の演算は区間ではなく実数の意味で考えます．
また �はアルゴリズムの 6.で得られる区間の上限とし
ます．
x
T
x = 1なる任意の n次元ベクトル xに対し，

~C ~CT
� (X0 � ~�I)

は対称行列であることから， 2次形式の絶対値

jx
T ( ~C ~CT

� (X0 � ~�I))xj

は行列の 2ノルム22即ちスペクトル半径で上から押えら
れます．
さらに，Gerschgorinの定理より，スペクトル半径の

上界は行列の l1 ノルム23で与えられます (例えば [16]を
参照)．ここで，X0 2 X であること，および区間演算
による評価方法より，

jx
T ( ~C ~CT

� (X0 � ~�I))xj � �

21浮動小数点で構成される区間の中点が必ずしも浮動小数点で表現
できるわけではないので，正しくは「中点の近似」です．実際の計算
でもこの部分は近似で構いません．
22\スペクトルノルム"とも呼ばれます．

jjAjj2 � sup
xT x=1

jjAxjj, ただし jj � jjはユークリッドノルム．

23jjAjj1 � max
1�i�n

nX
j=1

jAij j
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が成立します24．よって， ~C ~CT が正定値であることよ
り，

x
T (X0 � ~�I)x � ��

となります．従って x
T
x = 1から

x
T
X0x � ~�� � > 0;

即ち結論を得ます．□

6 数値例

この章では，幾つかの数値例をあげ，vpdsmの有効性
を明らかにします．

6.1 Hilbert行列

行列の性格をあらわす指標に条件数 (condition num-

ber)があります (cf.[16])．条件数が大きい行列は，その
要素が少し変化しただけで問題 (例えば連立 1次方程式
の解)の相対誤差が増大するため「悪条件となる行列」
と呼ばれます．
本稿では n�n行列 Aの固有値 �1; �2; : : : ; �n に対し，

条件数を

cond(A) �

max
1�i�n

j�ij

min
1�i�n

j�ij

で定義します25．
悪条件となる有名な行列にHilbert行列 :

Aij =
1

i+ j � 1
i; j = 1; 2; : : : ; n

があります． Hilbert行列は対称な正定値行列ですが，
その条件数は指数関数的に増大します26．
[3]によると，最小固有値，条件数は次のようになりま

す．条件数は有効数字 6桁で四捨五入しています．

n 最小固有値 条件数

3 2:687340355773529� 10�3 5:24057� 102

4 9:670230402258689� 10�5 1:55137� 104

5 3:287928772171863� 10�6 4:76607� 105

6 1:082799484565550� 10�7 1:49511� 107

7 3:493898605991218� 10�9 4:75367� 108

8 1:111538966372442� 10�10 1:52576� 1010

9 3:499676402911493� 10�12 4:93155� 1011

10 1:093153819379666� 10�13 1:60263� 1013

24区間演算を用いた理由は， 2次形式の上界 �を (over estimate

でも構わないので)厳密に評価するためです．
25一般的な条件数の定義は，行列ノルム jj � jjに対し cond(A) =

jjAjj jjA�1jjです．実対称行列に対して 2ノルムを用いると本稿の定
義と一致します．
26Hilbert行列が導かれる経緯は [18]を御覧ください．

vpdsmでは，N = 10までの正定値性が判定できま
した． � = 10�6 です．以下に，最小固有値27に対する
Householder-bisection法による近似解の相対誤差，およ
び vpdsmによって得られた最小固有値の下限との相対誤
差を示します．それぞれ有効数字 6桁で四捨五入してい
ます．

n 近似解の相対誤差 下限の相対誤差

3 3:75836� 10�14 1:00000� 10�6

4 2:63179� 10�13 1:00004� 10�6

5 1:62260� 10�11 1:00139� 10�6

6 3:33365� 10�10 1:04452� 10�6

7 9:50657� 10�12 2:40610� 10�6

8 5:40777� 10�8 4:62505� 10�5

9 4:55702� 10�6 1:56398� 10�3

10 5:29759� 10�5 5:07078� 10�2

6.2 大規模な問題

次に，比較的性質のよい (条件数がそれほど大きくな
い)行列を選んで大規模な問題を解いてみました．

Aij = minfn� i+ 1; n� j + 1g i; j = 1; 2; : : : ; n

の固有値 �iは

�i =
1

2

�
1� cos

(2i� 1)�

2n+ 1

��1
i = 1; 2; : : : ; n

となります ([3])．従って，次数を大きくすると最小固有
値は 1=4に収束します．
数値実験では， � = 10�2 に対し判定を行ない，N =

4096までの正定値性が判定できました．それ以上のサ
イズは，演算時間の問題により実行していません．
以下は，条件数と，最小固有値の下限の真の値に対す

る相対誤差とを表にしたものです．

n 下限の相対誤差 条件数

4 0:0100000000000417 2:92840� 101

16 0:0100000000008186 4:37697� 102

64 0:0100000000303602 6:74067� 104

256 0:0100000016619280 1:06654� 105

1024 0:0100001019772134 1:70154� 106

4096 0:0100064565713022 2:72048� 107

条件数は有効数字 6桁で四捨五入，相対誤差は小数点 17

桁以降を切捨てています．
数値実験により，条件数がそれほど悪くない行列に対

しては， �が下限の相対誤差とほぼ一致することがわか
ります．

27[3]による値を真の値と見なしています．
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6.3 ランダム行列

最後に，条件数と �の関係を調べるために， 100�100

の乱数行列を用いた数値実験を行ないました．
Fortran 90の乱数発生関数で得られた 100個の正の

数によって構成される対角行列に，同じく乱数によって
得られた直交行列を左右からかけることにより，固有値
の値のわかる行列を構成しました．行列の作成過程には
浮動小数点演算による丸め誤差が入るため，すべての処
理を Fortran 90/VPの 4倍精度 (128ビット演算)で行
なった後，固有値および行列を倍精度 (64ビット)に変
換して vpdsmに渡しています28．
次の 3つの図は， � = 10�2, 10�6, 10�10 の場合の正
定値性の判定が成功 (●)，不成功 (○)をプロットしたも
のです．
縦軸は近似解と真の解との相対誤差，横軸は条件数で

す．
この結果から，条件数が大きい行列に対しては精度よ

い近似解を得ることができず正定値の判定も難しくなる
こと，また，条件数に応じて �の値を調節することで正
定値性が判定できる可能性があることがわかります．

《� = 10�2》

《� = 10�6》

28もちろん，厳密には与えた行列と固有値は正確に対応しません．
しかし，行列の次元と浮動小数点演算の精度から極めて「近い」関係
にあることが期待されます．

《� = 10�10》

7 補足

この章では，これまでの章で前提としたことがらにつ
いての補足です．詳細な証明は省略します．

7.1 正定値行列にまつわる性質

正定値性に関して成り立つ基本的な性質を列挙します．

性質 1 正定値の定義中の \x 6= 0である任意の n� 1

実ベクトル xに対し"は， \任意の x
T
x = 1なる n � 1

実ベクトルに対し"に置き換えることができます．
[理由]必要十分条件は xのユークリッドノルム jjxjj2 = (xTx)1=2

に対して y = x=jjxjj2 を考えることで確認できます．

性質 2 0でないベクトル xとスカラー �が

Ax = �x

を満たすとき， �を Aの固有値， xを固有ベクトルとい
います． Aが対称ならば Aの固有値はすべて実数です．
[理由] Aの固有値 �と固有ベクトル xの共役成分 ��, �xに対してA�x =

���xとなることから， xTA�x = ��xT �x, �xTAx = ��xT xとなります．

ここでAの対称性を用いると � = ��がいえます．

性質 3 実対称行列が正定値であるための必要十分条
件は，すべての固有値が正であることです．
[理由]固有値 �と固有ベクトル xに対し xTAx = �xT x = �jjxjj2

2

であることから，Aが正定値ならば � > 0です．逆は，固有ベクトル

が正規直交系をなすようにとれることと，任意のベクトル xを正規直

交系で張ることができることを用いて， xの展開形を xTAxに放り込

んで正定値性を導きます．

性質 4 実行列 Aが正則 (逆行列を持つ)ならば， AA
T

は正定値行列です．
[理由] xTAAT

x = (AT
x)T (AT

x) = jjAT
xjj2

2 より導かれま

す．

性質 5 実対称行列 Aが正定値ならば，対角要素はす
べて正です．逆は成立しません．
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[理由]定義の任意の xとして単位行列の第 j 列ベクトルを順番にと

ればわかります．

性質 6 実対称行列 Aが正定値ならば，その絶対値最
大の要素は対角上にあります．逆は成立しません．
[理由]絶対値最大の要素をAij として i 6= j とします．このとき，

i番目の成分が �, j 番目の成分が �,他の成分は 0というベクトル eに

対し e
T
Ae = Aii�

2 + 2Aij�� +Ajj�
2 が 0より大きくなるための

判別式より矛盾を導きます．

性質 7 Aが正定値であれば，

A = CC
T

となるような下三角行列 C が存在します．このような分
解を Cholesky分解と呼びます．
[理由] Cholesky分解のアルゴリズム自体が証明になっています．

7.2 正定値性の判定方法

行列の正定値性は，その行列が導かれた経緯から判定
できる場合があります．たとえば， 2次形式 x

T
Axが何

かのノルムやエネルギーを表すならば，それが 0以外で
正の値をとることがわかります．
また，すべての主小行列式 (principal minor)がすべ

て正であることがいえれば，もとの行列は正定値です．
ただし，次数が高くなると計算量が多くなります．
有効な正定値性の判定法として，「既約かつ対角成分

が正である優対角行列は正定値」という定理があります
([16])．
もしこれらの判定方法から正定値性がいえるのならば，

もちろん vpdsmを用いる必要はありません．
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