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1 はじめに

本発表では 2次元 (x-z 座標)の Rayleigh-B�enard対流を記述する Oberbeck-Boussinesq方
程式の基本解からの摂動を表す無次元化方程式:8>>>>><

>>>>>:

ut + uux + !uz = px + P�u;
!t + u!x + !!z = pz �PR � + P�!;

ux + !z = 0;

�t + ! + u�x + !�z = ��;

(1)

の定常問題に対する精度保証付き数値計算法について述べる．ここに (u; !)は流速場， p

は圧力場， �は基本状態からの温度差である．また P,Rはそれぞれ Prandtl数， Rayleigh

と呼ばれる無次元数である．

2 問題と定式化

(1)の定常問題を考える．流速場を流れ関数 	を用いて (u; !) = (�	z;	x)で表現する．
また� :=

p
PR�とおき圧力 pを消去することで次式を得る:

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

P�2	 =
p
PR�x �	z�	x +	x�	z in 
;

��� = �
p
PR	x +	z�x �	x�z in 
;

	 = 0; �	 = 0 on @
;

�(x; 0) = 0; �(x; �) = 0;

�x(0; z) = 0; �x(2�=a; z) = 0:

(2)

ここで領域 
は長方形領域 f0 < x < 2�=a; 0 < z < �gに制限して考える． a > 0は与
えられた正定数とする．ただし境界条件は，速度場については z = 0; �で stress free, x =

0; 2�=aで周期境界条件を仮定し，温度場については Dirichlet条件を課している．
想定した境界条件から (2)の解 	;�の形を次のように仮定して考える:

	 =
1X
m=1

1X
n=1

Amn sin(amx) sin(nz); � =
1X
m=0

1X
n=1

Bmn cos(amx) sin(nz): (3)

u := (	;�), f1(u) :=
p
PR�x�	z�	x+	x�	z, f2(u) := �

p
PR	x+	z�x�	x�z,

f(u) := (f1(u); f2(u))とおくと， f はH
3(
)�H1(
)から L

2(
)�L2(
)への連続写像で
ある. さらに与えられた境界条件のもと，任意の g1; g2 2 L

2(
)に対し�2 �	 = g1 およ
び ���� = g2 は一意の解 ( �	; ��) 2 H

4(
) � H
2(
)を持つ．これらの対応にH

4(
)から
H

3(
)へ，H
2(
)からH

1(
)への埋め込みまで含めた写像を (�2)�1, (��)�1 と書くと，

K := (P�1(�2)�1; (��)�1) : L2(
)� L
2(
)! H

3(
)�H
1(
)



は compact写像となる．したがって (2)はH
3(
) � H

1(
)上の compact作用素 F := Kf

に対する不動点問題:

u = Fu (4)

と同値であり， Schauderの不動点定理が適用できる.

3 数値的検証手順

近似空間 S
(1)

N
, S

(2)

N
を  mn := sin(amx) sin(nz), �mn := cos(amx) sin(nz)に対し，

S
(1)
N

:= f	N j 	N =
M1X
m=1

N1X
n=1

Âmn mn; g; S
(2)
N

:= f�N j �N =
M2X
m=0

N2X
n=1

B̂mn�mng

と定める．いま g1; g2 2 L2(
)に対し, 与えられた境界条件のもとでの

P�2 �	 = g1; ���� = g2

の解 �	および ��のそれぞれ S
(1)

N
および S

(2)

N
への projection P

(1)

N
�	, P

(2)

N
��を次で定義する:8><

>:
P(�2

P
(1)
N

�	; v
(1)
N
)L2 = (g1; v

(1)
N
)L2 8v(1)

N
2 S(1)

N
;

�(�P (2)
N

��; v
(2)
N
)L2 = (g2; v

(2)
N
)L2 8v(2)

N
2 S(2)

N
;

ただし ( �; �)L2 は 
上の L
2 内積とする．ここで P

(1)
N

�	および P
(2)
N

��N は, それぞれ (3)の
形をした �	の (M1; N1)-truncationおよび ��の (M2; N2)-truncationに一致することに注意
すれば， k�	 � P

(1)
N

�	kH3 , k�� � P
(2)
N

��kH1 および他のノルム (L2
; H

2 など)の構成的 a pri-

ori誤差評価を得る．さらに埋め込みH
2
,! L

1の構成的評価を用いることにより，途中計
算に必要な L

1誤差評価も得ることができる．以上のことから， projection PN : H
3(
) �

H
1(
) ! S

(1)
N

� S
(2)
N
を PN := (P

(1)
N
; P

(2)
N

)で定義すれば，不動点方程式 (4)は有限次元
(projection)と無限次元 (error)とに分けて

(
PNu = PNFu;

(I � PN)u = (I � PN)Fu

と書くことができる．次に (2)の近似解 (	̂N ; �̂N) 2 S
(1)
N
� S

(2)
N
を Fourier-Galerkin法によ

り導かれる非線形方程式8<
: P(�2	̂N ; v

(1)
N
)L2 = (f1(	̂N ; �̂N); v

(1)
N
)L2 8v(1)

N
2 S(1)

N
;

�(��̂N ; v
(2)
N
)L2 = (f2(	̂N ; �̂N); v

(2)
N
)L2 8v(2)

N
2 S(2)

N
:

に Newton-Raphson法を適用して近似的に求める．さらに (2)の解 (	;�)を8<
: 	 = 	̂N + w

(1)
N

+ �
(1)
;

� = �̂N + w
(2)
N

+ �
(2)

と分解することで残差引き戻しの形に書き直し，有限次元部分に対して Newtonタイプの作
用素を適用することにより Schauderの不動点定理を満足する集合を計算機内で構成する手
順を導く．ここに w

(1)

N
および w

(2)

N
は有限次元部分を表す関数であり， �

(1)および �
(2) は無

限次元部分に対応する. 定式化の詳細，数値例は講演時に述べる．


