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Abstract. We consider numerical veri�cation methods to obtain the maximum absolute value of

generalized eigenvalue problems. We present four kinds of methods and compare the performance

in various situations as well as give evaluation of the advantage and disadvantage of these methods.

All numerical results have been calculated by the interval arithmetic software for considering the

rounding error occuring in the calculation. Finally, we will present an application to an eigenvalue

problem appeared in some a priori error estimates for the �nite element solution of the Stokes

equations.

1 はじめに

本論文では n� nの実対称行列 Aと n� nの実対称正定値行列 B に対する一般化固有値問題:

Ax = �Bx (� 2 R; 0 6= x 2 Rn)(1.1)

の固有値の絶対値最大の上界を精度保証付きで評価するいくつかの手法を提案する．
一般化固有値問題 (1.1)は微分方程式，差分近似方程式系の安定性，Markov連鎖，経済理論，振動

解析，主成分分析，熱伝導問題，化学反応系など，科学の分野に広く現れる [14], [25], [22], [28]．また
多くの場合 Aが対称行列， B が対称かつ正定値行列となることが知られている．さらに固有値の絶対
値最大を数値的に厳密に見積もることにより，偏微分方程式の離散解と真の解との定量的誤差評価が可
能になるなどの応用例も報告されている [16], [17], [19], [30]．
高次の行列に対する固有値問題の直接解法は一般に存在しない．現在広く使われている科学技術計算
ソフトウェア: LAPACK[1], NAGライブラリ [15], IMSL[6], NUMPAC[21]などで採用されている標
準固有値問題 (Ax = �x)の計算方法は QR法, Householder-bisection法, Householder-QR法, Jacobi

法, ベキ乗法, 逆反復法, Lanczos法などである．一般化固有値問題に関しては，行列 B が正定値対称で
あるという条件のもと Cholesky分解により標準固有値問題に帰着させることが多い．標準固有値問題
を介さない解法としては QZ法がよく知られている (固有値問題の数値解法については例えば [4], [25],

[27], [29]を参照されたい)．
しかしこれらの手法はある収束条件を課した反復近似であり，その結果は (収束性・安定性の議論が

十分になされているとしても)厳密に正しいとはいえない．計算機による固有値問題の数値計算を精度
保証付きで行なうためには，浮動小数点演算によって発生する丸め誤差の見積りに加えて反復法の打ち
切り誤差をも考慮する必要がある．
我々は本論文において， Cholesky分解による標準固有値問題への変形を通して (1.1)を満たす固有

値の絶対値最大の上界を評価する既存の 2つのアルゴリズムを紹介し，それぞれを一般化固有値問題の



特質に着目することにより計算精度・速度両面から改良した方法を提案する．さらに各手法を計算機上
に実装し性能評価を行って得られた知見を報告する．数値実験では浮動小数点演算の結果を常に包含す
る区間演算ライブラリを用いた．従って得られた数値結果は厳密に精度保証されたものである．最後に
応用例として Stokes方程式の有限要素解に対する a priori誤差評価定数を厳密に評価した結果を紹介
する．

2 アルゴリズム

この章では一般化固有値問題の固有値の絶対値最大の上界を精度保証付きで評価するアルゴリズムを
提案する．

2.1 アルゴリズムに関する注釈

(1.1)の固有値の絶対値最大を評価する問題は

 := sup
06=x2R

n

�����x
T
Ax

xTBx

�����(2.1)

を評価することと同値である [7], [31]．ここで上つきの \T"は転置記号とする．以下  にできるだけ近
い上界を精度保証付きで求める方法を考える．
浮動小数点演算による数値計算の結果に含まれる丸め誤差の厳密な評価を得るために区間演算 (inter-

val arithmetic)を用いる [18], [20]．区間演算では数値に含まれる誤差を考慮するため実数 xを下限 x

と上界 xによる区間 (interval)

[ x; x ] = fx j x � x � x g

で表現し，すべての演算を区間に対する演算に置き換える．従って以降，行列 A, B は各成分が区間と
なる区間行列とし， Aに含まれるすべての実対称行列および B に含まれるすべての実対称正定値行列
に対して (2.1)を評価するアルゴリズムを考える．
アルゴリズム中の \(interval)"は区間演算による丸め誤差を考慮した厳密な計算を， \(oating)"は浮

動小数点演算による近似計算を表す．ここでの「厳密」とは，丸め誤差のない無限桁の計算を行なった
結果が区間演算によって真に包み込まれているという意味である．例えば「B を区間演算により CC

T

と Chokesky分解する」とは「B に含まれる正定値対称行列を丸め誤差なく Chokesky分解して得られ
る下三角行列をすべて含むような区間行列 C を求める」ことである．また区間 x = [ x; x ]の絶対値を
jxj := maxfjxj; jxjgと定義する．正のスカラーとして計算する値 (�

1
, �

2
, �

1
�
2
など)は，区間演算の結

果として決まる区間の上界を採用する．
区間行列に対して浮動小数点演算による近似計算を行なう場合は，各要素の中点をとった行列を用い
る．また \ ~T"のようにチルダ付きのものは近似計算により得られた行列を， \C"のようににチルダが
付いていない行列は各要素が区間となる行列を表す．スカラーについても同様とする．
行列の 2-ノルムを

kAk
2
:= sup

xTx=1

kAxk
2

(ベクトルノルムはユークリッドノルム)， l1-ノルム (1-ノルム)を

kAk1 := max
1�i�n

nX
j=1

jAijj



で定義する．また Aij は行列の成分をあらわす．
固有値・固有ベクトルの近似計算は，実装する計算機などに応じて「好み」の方法を選択する．

2.2 近似対角化法

一般化固有値問題 (1.1)は正定値対称行列 B の Cholesky分解 B = CC
T により標準固有値問題:

C
�1
AC

�T
x = �x

に変形することができる．ここで C は正則な下三角行列， C
�T := (C�1)T である．

近似対角化法 (approximate diagonalization method)[30]は，一般化固有値問題を標準固有値問題に
変形したのちに近似的な対角化を行い，行列ノルムの計算により固有値を評価する方法である．

アルゴリズム: ADM(近似対角化法)

Step 1. B を CC
T と Cholesky分解 (interval).

Step 2. E := C
�1
AC

�T を計算 (interval).

Step 3. E の正規化された固有ベクトルにより近似対角化行列 ~T を作成 (oating).

Step 4. D := ~T T
E ~T , �

1
:= max

1�i�n

nX
j=1

jDijjを計算 (interval).

Step 5. I := ( ~T ~T T )�1, �
2
:= max

1�i�n

nX
j=1

jIijjを計算 (interval).

Step 6. �
1
�
2
を計算 (interval).

Theorem 1 アルゴリズム ADMで得られた �
1
�
2
は (2.1)の  の上界を与える．

証明 (cf.[30]): Aに含まれる任意の対称行列を A
0
, B に含まれる任意の正定値対称行列を B

0
とす

る．B
0
の正定値性と Step 1より， C に含まれる正則な下三角行列 C

0
が存在し B

0
= C

0
C

T

0
と書け

る． y := C
T

0
xとおけば，

sup
0 6=x2R

n

�����x
T
A
0
x

xTB
0
x

����� = sup
06=y2R

n

�����y
T
C
�1

0
A
0
C
�T

0
y

yTy

�����
を得る．ここで E

0
:= C

�1

0
A
0
C
�T

0
とおくと E

0
は E に含まれる対称行列である． z := ~T�1yとおくと

sup
06=y2R

n

�����y
T
E
0
y

yTy

����� = sup
06=z2R

n

�����z
T ~T T

E
0

~Tz

zT ~T T ~Tz

�����
となる．よって � := ~Tzとおき正規化を行なうことで，

sup
0 6=z2R

n

�����z
T ~T T

E
0

~Tz

zT ~T T ~Tz

����� = sup
06=z2R

n

�����z
T ~T T

E
0

~Tz
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T
z

zT ~T T ~Tz

�����
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���zT ~T T
E
0

~Tz
��� sup
�
T

�=1

����T ( ~T ~T T )�1�
���

を得る．ここで対称行列 ~T T
E
0

~T , ( ~T ~T T )�1の 2次形式の絶対値が行列の 2-ノルム (この場合スペクトル
半径と一致)で上から評価されることから

sup
0 6=x2R

n

�����x
T
A
0
x

xTB
0
x

����� � k ~T T
E
0

~Tk
2
k( ~T ~T T )�1k
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が成立する．さらにGerschgorinの定理よりスペクトル半径の上界は行列の l1-ノルムで与えられる (例
えば [7])ことより結論が導かれる．
近似対角化法は，近似対角化行列の作用により標準固有値問題を対角行列であることが期待される行
列と単位行列であることが期待される行列の固有値評価に帰着させる手法である．問題点として行列
の対角成分が非対角成分に比べて小さい場合 (詳しくは数値例を参照)に区間演算による Cholesky分解
が破綻すること， Step 5の I の計算において逆行列を厳密に評価する必要があることなどがあげられ
る．

2.3 Rumpの方法

Rumpの方法 (Rump's method)[24]も近似対角化法と同様，まず一般化固有値問題を標準固有値問
題に変形する．次に固有値の絶対値最大を近似計算し，真の値を上回ることを期待して僅かに膨らませ
る処理により上界であることを判定する．なお Inは n� nの単位行列とする．

アルゴリズム: Rump(Rumpの方法)

Step 1. B を CC
T と Cholesky分解 (interval).

Step 2. E := C
�1
AC

�T を計算 (interval).

Step 3. E の固有値の絶対値最大 ~� を近似計算 (oating).

Step 4. ある微小な数 0 < � � 1により � := (1 + �) ~� とする (interval).

Step 5. X
1
:= �E + �In, X

2
:= E + �Inを計算 (interval).

Step 6. Xk (k = 1; 2)を Cholesky分解 ( Xk � ~Ck
~CT

k
)する (oating). Cholesky分解が失

敗する場合は �の値を大きくして Step 4に戻るか停止.

Step 7. Yk := ~Ck
~CT

k
�Xk, �k := max

1�i�n

nX
j=1

j(Yk)ijj (k = 1; 2)を計算 (interval).

Step 8. � +maxf�
1
; �

2
gを計算 (interval).

Theorem 2 アルゴリズム Rumpで得られた � +maxf�
1
; �

2
gは (2.1)の  の上界を与える．

証明 (cf.[24]): Aに含まれる任意の対称行列を A
0
, B に含まれる任意の正定値対称行列を B

0
とすれ

ば，近似対角化法と同様に E に含まれる対称行列 E
0
が存在する．対称行列の 2次形式の絶対値が行列

の 2-ノルムで，またさらに l1-ノルムで押えられることより， x
T
x = 1なる任意の x 2 Rnに対し

���xT ( ~C
1

~CT

1
+ E

0
� �In)x

��� � �
1
;

���xT ( ~C
2

~CT

2
� E

0
� �In)x

��� � �
2

を得る． ~Ci
~CT

i
(i = 1; 2)の正定値性と x

T
x = 1であることを用いると，

�
1
� x

T ( ~C
1

~CT

1
+ E

0
� �In)x � x

T
E
0
x� �;

および
�
2
� x

T ( ~C
2

~CT

2
� E

0
� �In)x � �xT

E
0
x� �;

従って
�� � �

2
� x

T
E
0
x � � + �

1



となり結論が導かれる．
Rumpの方法は近似対角化法と同じく区間演算による Cholesky分解を行うという問題点がある．た

だしこれは標準固有値問題のアルゴリズムを一般化固有値問題に適用したからであり，標準固有値問題
のスペクトル半径を評価するには優れた手法である．なお Step 4の �は行列の性質・次元数・欲しい
精度に応じて慎重に選択する必要がある．また Aが正定値の場合にはアルゴリズム中のX

2
に関する手

順は省略可能である．
標準固有値問題の固有値・固有関数の厳密な誤差限界を与える方法は，そのほか [10], [12], [13], [32],

[33]などがある．これらは個々の固有値・固有ベクトルの存在を厳密な誤差限界とともに証明する手法
であり何れもそれぞれの特徴をもつ手法である．しかし (2.1)に適用するためには n個の固有値を分離
した形で包み込む必要があり必ずしも効率的とはいえない．

2.4 改良近似対角化法

改良近似対角化法 (approximate diagonalization method-advanced)は近似対角化法の修正版である．
近似対角化行列を近似的に求めればよい点に着目し，区間演算による Cholesky分解を近似計算に置き
換えることが特徴である．

アルゴリズム: ADM-a(改良近似対角化法)

Step 1. Cholesky分解 B � ~C ~CT を行う (oating).

Step 2. ~E := ~C�1A ~C�T を計算 (oating).

Step 3. ~E の正規化された固有ベクトルにより近似対角化行列 ~T を作成 (oating).

Step 4. ~P := ~T T ~C�1 を計算 (oating).

Step 5. D := ~PA ~P T , �
1
:= max

1�i�n

nX
j=1

jDij jを計算 (interval).

Step 6. I := ( ~PB ~P T )�1, �
2
:= max

1�i�n

nX
j=1

jIijjを計算 (interval).

Step 7. �
1
�
2
を計算 (interval).

Theorem 3 アルゴリズム ADM-aで得られた �
1
�
2
は (2.1)の  の上界を与える．

証明: Aに含まれる任意の対称行列を A
0
, B に含まれる任意の正定値対称行列を B

0
とする． z =

~P�Txとすれば，

sup
06=x2R

n

�����x
T
A
0
x

xTB
0
x

����� = sup
0 6=z2R

n

�����z
T ~PA

0

~P T
z

zT ~PB
0

~P Tz

�����
を得る．以下近似対角化法と同様．
行列 ~P はその作り方より Aを対角行列， B を単位行列に変形することが期待される行列である．改

良近似対角化法は近似対角化法や Rumpの方法のような標準固有値問題への変換の際に生じる Cholesky

分解を近似的に行なえばよく，そのため区間拡大による計算の破綻が起こりにくいことが特徴である．
また Rumpの方法のように適当なパラメータを設定する必要がないという利点もある．近似対角法と
比較すると，区間演算による Cholesky分解が必要ない反面，行列積計算が一つ増える．従って計算コ
ストの面ではそれほど効率がよいとはいえない．



2.5 対称行列の正定値性判定法

最後に提案する一般化 Rump法の前に，アルゴリズム中で用いる実対称行列の正定値性を判定する
手法を述べる．
行列の正定値性の判定法には [9], [11], [26]などがある．しかしこれらの手法は限定された行列に対し
て適用可能であったり，置換行列の存在や反復法の収束を判定条件とするなど，必ずしも汎用性と厳密
性を持つアルゴリズムとはいえない．アルゴリズム VPDは区間演算による丸め誤差の考慮を行なって
いるため，正定値性が判定された場合には数学的な厳密性を保証する．またあわせて最小固有値の下界
を得ることができる．以下，正定値性を判定する区間行列をX とする．

アルゴリズム: VPD(正定値性判定法)

Step 1. X の最小固有値 ~�を求める (oating). ~� � 0の場合停止.

Step 2. ある微小な数 0 < � � 1により � := (1� �)~� > 0とする (interval).

Step 3. Y := X � �Inを計算 (interval).

Step 4. Y を Cholesky分解 ( Y � ~C ~CT )する (oating). Cholesky分解が失敗する場合は �

の値を大きくして Step 2に戻るか停止.

Step 5. Z := ~C ~CT � Y , � := max
1�i�n

nX
j=1

jZijjを計算 (interval).

Step 6. � � � > 0ならば終了．そうでない場合は �の値を大きくして Step 2に戻るか停
止.

Theorem 4 アルゴリズム VPDの Step 6で �� � > 0が成立するならば，X に含まれるすべての実
対称行列は正定値である．また， �� �はX の最小固有値の下界を与える．

証明: X に含まれる任意の実対称行列をX
0
とおく． x

T
x = 1なる任意の x 2 R

nに対し 2次形式
の絶対値 jxT ( ~C ~CT � (X

0
� �In))xjは Z の l1-ノルムで上から評価される．よって

jxT ( ~C ~CT � (X
0
� �In))xj � �

が成立する．さらに ~C ~CT が正定値であることより，

x
T (X

0
� �In)x � ��

となる．従って x
T
X

0
x � �� � > 0となり結論を得る．□

2.6 一般化Rump法

一般化Rump法 (generalized Rump's method)は Rumpの方法をもとに区間演算による Cholesky

分解を回避した方法である．

アルゴリズム: G-Rump(一般化Rump法)

Step 1. (2.1)の  の近似値 ~� を計算 (oating).

Step 2. ある微小な数 0 < � � 1により � := (1 + �) ~� とする (interval).

Step 3. X
1
:= �A+ �B, X

2
:= A+ �B を計算 (interval).

Step 4(interval): VPDによりX
1
, X

2
の正定値性を判定．ともに正定値ならば終了．正定値

性が得られなかった場合は �の値を変えて Step 2に戻るか停止．



Theorem 5 アルゴリズム G-Rumpの Step 4でX
1
, X

2
の正定値性が判定されたならば， � が (2.1)

の上界を与える．

証明: Aに含まれる任意の対称行列を A
0
, B に含まれる任意の正定値対称行列を B

0
とする．X

1
, X

2

に含まれるすべての対称行列は正定値であることから x
T
x = 1なる任意の x 2 Rnに対し

x
T (�A

0
+ �B

0
)x > 0; x

T (A
0
+ �B

0
)x > 0;

すなわち
��xT

B
0
x < x

T
A
0
x < �x

T
B
0
x

が成立する．ここでB
0
は正定値であるので両辺を x

T
B
0
x > 0で割り xについての supを取ると，

sup
xTx=1

�����x
T
A
0
x

xTB
0
x

����� � �

を得る．
一般化 Rump法は区間演算による Cholesky分解および逆行列の区間評価が必要ないことから計算コ

ストの面で優れている．ただし VPDとあわせた 2つのパラメータ �は慎重に選ぶ必要がある．また A

が正定値の場合は Rumpの方法と同様，アルゴリズム中のX
2
に関する手順は省略可能である．

標準固有値問題を介することなく (1.1)の固有値・固有関数を精度保証付きで与える方法には [2], [3],

[23]などがある．しかしこれらの手法は標準固有値問題と同様，固有値・固有ベクトルの存在を厳密な
誤差限界とともに検証する手法であるため (2.1)の評価を効率良く行なう手法とはいえない．

3 各手法の評価

この章では前章の 4つのアルゴリズムを計算機上に実装し数値実験を行なった結果を述べる．

3.1 実験環境

数値実験では区間演算ライブラリ INTLIB_90[8]を用いた．INTLIB_90は倍精度実数を上限・下限と
する区間および丸め誤差の厳密な評価を可能とする区間演算を実現する関数ライブラリ INTLIBを For-

tra 90のモジュール機能に拡張したものである．
計算機はベクトル並列計算機 FUJITSU VPP700/56および Sun Ultra Enterprise 450の単一 CPU

を用いた．詳細は Table 1の通りである．

Table 1. Speci�cation of numerical environment

machines VPP700/56 Ultra Enterprise 450

OS UXP/V V10L20(X97121) SunOS 5.5.1

software Fortran90/VP V10L10(L97121) WorkShop Compiler Fortran 90 1.2

performance 2.2GFLOPS/PE UltraSPARC-II 300MHz



3.2 テスト行列の作成方法

一般化固有値問題の精度を調べるため，以下の手順で行列を作成する:

1. D := diag[�
1
; � � � ; �n]をランダムに定める．

2. v 2 Rn をランダムに定める．

3. u :=
v

kvk
2

を区間演算により求める．

4. M := In � 2uuT を区間演算により求める．

5. Qをランダムな下三角行列に定める．

6. A := QM
T
DMQ

T
; B := QQ

T を区間演算により求める．

上の手順で生成された一般化固有値問題に対し，区間行列 A, B の中に �
1
; � � � ; �nを固有値に持つ行列

が存在する．実際M は直交行列M
0
を含むことから

QM
T

0
DM

0
Q

T
x = �QQ

T
x

の左側からQ
�1 を掛けQ

T
xをあらためて xとおくと，M

T

0
DM

0
x = �xとなる．ここでM

0
が直交

行列であることから固有値問題はDx = �xと同値となる．これらのテスト行列はランダムに生成され
ていながらあらかじめ固有値がわかるという利点がある．テストでは B の対角成分の「優位さ」を測
る

domi(B) := min
1�i�n

jBiijX
j 6=i

jBij j

を行列 B の性質として定義する．テスト行列でQを定めるとき対角成分と非対角成分の比を調整する
ことで domi(B)を変えることができる． domi(B) > 1となれば B は狭義優対角行列となる．
乱数発生は Fortran 90の組み込み関数 RANDOM_NUMBERを，アルゴリズム ADM, ADM-aで必要にな

る逆行列の区間評価は Brouwerの不動点定理にもとづく連立 1次方程式の解の検証アルゴリズム [18],

[24]を拡張して用いた．

3.3 区間演算によるCholesky分解

近似対角化法・ Rumpの方法は区間演算による Cholesky分解を用いて標準固有値問題へと帰着する．
しかし domi(B)が小さいと演算の過程で区間幅が拡大し精度が悪くなる，もしくはピボットが 0を含
むことより区間の除算が不可能になり計算が打ち切られる可能性が高くなる． Fig. 1は 3.2節の手順で
作成したテスト行列に対し， B を区間演算により Cholesky分解して得られた下三角行列 (:= Q̂)，お
よびB の各成分の中点をとった行列を Fortranの IEEE倍精度浮動小数点演算により Cholesky分解し
て得られた行列 (:= ~Q)とQとの相対誤差 (kQ̂�Qk1=kQk1, k ~Q�Qk1=kQk1)をそれぞれプロット
したものである．テストは domi(B)を変えながら 500回行なった． n = 100である． Cholesky分解
のアルゴリズムは [29]を用いた．
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Fig. 1. Relative error for interval Cholesky decomposition

domi(B) < 0:1ではすべての区間演算による Cholesky分解が失敗した． domi(B)が小さい場合は，
分解が成功したとしても区間の拡大により誤差が生じることがわかる．これらを回避するためには適切
なピボット選択の導入を検討するか他の手法を選択する必要がある．

3.4 性能比較

Fig. 2は 110個のテスト行列に対し 2章で提案した 4つの手法を適用して得られた固有値の絶対値最
大の上界と真の値との相対誤差をプロットしたものである． n = 100である． Rumpの方法と一般化
Rump法のパラメータは，幾つかの値の中から相対誤差が最小となるものを選んでいる．
max
1�i�n

j�ij= min
1�i�n

j�ijの平均は 62300であった． 一般化 Rump法で用いる VPDのパラメータは 10�2

に設定した．浮動小数点演算による固有値・固有ベクトルの計算は倍精度の Householder-bisection法
を用いた．
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Fig. 2. Relative error for test matrices

domi(B)が小さい場合，標準固有値問題を経由する方法はよい精度が得られない．一般化 Rump法は
改良近似対角法よりよい精度を与える． domi(B)が 1に近付くと各手法の誤差は接近する．しかし一
般化 Rump法がよい精度を与えている．



Table 2はあるテスト行列に対する各手法の経過時間を Fortran 90の組み込み関数 SYSTEM_CLOCKで
計測したものである．実際には反復回数の差などにより多少の差が出る．

Table 2. Elapsed time for each algorithms(sec.)

computer(sizes) ADM ADM-a Rump G-Rump

VPP700/56(100� 100) 39 40 5.3 2.8

VPP700/56(200� 200) 337 313 41 19

Ultra Enterprise 450(100� 100) 22 23 3.6 3.2

Ultra Enterprise 450(200� 200) 169 183 24 23

VPP700/56で一般化 Rump法が最も速い理由は，浮動小数点演算による近似計算をベクトル演算に
より高速に処理できる部分が多いためである．区間演算は演算子を再定義することから VPP700/56で
はベクトル化の対象外となる．そのためスカラー性能に勝る Ultra Enterprise 450が他の手法では優位
である．手法の比較ではどちらの計算機による実験でも一般化 Rump法が最も効率よく実行された．

3.5 正定値性の判定

Table 3は対称な正定値行列であることが解析的に分かっているものの条件数が指数関数的に増大す
る Hilbert行列:

Aij =
1

i+ j � 1
i; j = 1; 2; : : : ; n

に対し VPDを適用した結果である． n = 10までの正定値性が判定できた． � = 10�6，下限との相対
誤差は [5]での値を真値として求めた．条件数は最大固有値を最小固有値で除した値である．

Table 3. Veri�cation of positive-de�niteness for Hilbert matrix

n minimum eigenvalue condition number relative error

3 2:687340355773529� 10�3 5:24057� 102 1:00000� 10�6

4 9:670230402258689� 10�5 1:55137� 104 1:00004� 10�6

5 3:287928772171863� 10�6 4:76607� 105 1:00139� 10�6

6 1:082799484565550� 10�7 1:49511� 107 1:04452� 10�6

7 3:493898605991218� 10�9 4:75367� 108 2:40610� 10�6

8 1:111538966372442� 10�10 1:52576� 1010 4:62505� 10�5

9 3:499676402911493� 10�12 4:93155� 1011 1:56398� 10�3

10 1:093153819379666� 10�13 1:60263� 1013 5:07078� 10�2

4 応用例

この章では 2章のアルゴリズムを具体的な問題に適用した結果を紹介する．

4.1 Stokes方程式の誤差評価

次の同次境界条件を持つ Stokes問題を考える:8>><
>>:
���u+rp = f in 
;

div u = 0 in 
;

u = 0 on @
:

(4.1)



領域 
はR
2 の凸多角形， u = (u

1
; u

2
)T , f = (f

1
; f

2
)T は 2次元ベクトル値関数, � > 0とする．未知

関数は速度場を表す uと圧力場を表す pである．H
k(
)を通常の k次 Sobolev空間とし，関数空間を

H
1

0
(
) � fv 2 H

1(
) ; v = 0 on @
g;
L
2

0
(
) � fv 2 L

2(
) ;

Z



v dx dy = 0g;

j � j
0
を 
上の L

2 ノルム, j � j
1
を 
上のH

1

0
セミノルムで定義する．このとき (4.1)の弱形式はH

1

0
(
)

2�
L
2

0
(
)内に一意の解 [u; p]を持つ．
さらに Thを領域 
 � R

2 の三角形または四角形分割， hを Th の scale parameterとする． h > 0は
通常領域の分割幅を表す．ここでXh � H

1

0
(
) \ C(�
)を速度場 uの各成分を近似する有限要素部分空

間， Yh � L
2

0
(
) \ C(�
)を圧力場 p を近似する有限要素部分空間とするとき，適当な仮定のもと (4.1)

の有限要素近似解 [uh; ph] 2 X
2

h
� Yhと真の解 [u; p]に対し次の誤差評価が成り立つ [19]:

Lemma 1 任意の f 2 L
2(
)2 に対し

8>>>><
>>>>:
ju� uhj1 �

 
1

�2
+

1

�2

! 1

2

C(h) jf j
0
;

jp� phj0 �
 
1

�
+

�

�2

!
C(h) jf j

0
;

(4.2)

ただし
C(h) :=

q
(C

0
hK

2
+K

1
)2 + (C

0
h)2;(4.3)

および � > 0, C
0
> 0は領域 
にのみ依存する算定可能な定数，K

1
> 0, K

2
> 0は 
, Xh, Yhによっ

て決まる定数.

K
1
とK

2
はXh, Yhの基底によって決まる対称行列 A

1
, A

2
とXhの基底によって決まる正定値対称

行列B に対して

Ki �
 

sup
06=x2R

n

x
T
Aix

xTBx

! 1

2

で評価することができる．行列はともに密行列である．従ってK
1
, K

2
の厳密な上界が評価できれば

(4.3)によって C(h)が決まり，さらに (4.2)によって Stokes方程式の有限要素解に対する定量的な a pri-

oriな誤差評価が可能となる．

4.2 数値例


 = (0; 1) � (0; 1)の正方領域，区間 (0; 1)を L等分し L
2個の矩形に分割する．このとき h = 1=L

となる．Xhは連続な区分 2次多項式， Yhは連続な区分一次多項式， � = 1とする．このとき C
0
=

1=(2�), 1=�2 = 4 + 2
p
2である．

Table 4は 2章の各手法を適用して得られたK
1
, K

2
および C(h)の上界である． \oating"は FU-

JITSU VPP700/56上の Fortranを用い IEEE形式の倍精度 (64ビット)浮動小数点演算によって近似
計算した値である．近似計算における一般化固有値問題は， Cholesky分解により標準固有値問題に変
形したのち Householder-bisection法を適用した．行列サイズは L = 5で 162 � 162, L = 10で 722 �
722, L = 15で 1682� 1682， domi(B) � 0:58である．一般化 Rump法・ Rumpの方法のパラメータ
は L = 5のとき � = 10�9, L = 10のとき � = 10�7, L = 15のとき � = 10�5， VPDのパラメータは L

によらず � = 10�2 である．



Table 4. A priori error constants for Stokes equations

L algorithms K
1

K
2

C(h)

G-Rump 0.05100876310491353 1.268294925398748 0.09676511668110258

Rump 0.05100876311238357 1.268294926799123 0.09676511673025147

5 ADM 0.05100876357504820 1.268294978633361 0.09676511872527857

ADM-a 0.05100876404340230 1.268294979559628 0.09676511919541045

oating 0.05100876307940880 1.268294924764600 0.09676511663795448

G-Rump 0.02794084133393883 1.238111303510752 0.05023389068930387

Rump 0.02794084209468706 1.238111523884439 0.05023389473752864

10 ADM 0.02794094026027832 1.238127882787599 0.05023423479314133

ADM-a 0.02794085315113312 1.238113249056619 0.05023393126685157

oating 0.02794083993689644 1.238111241605190 0.05023388842973234

G-Rump 0.01896605324389127 1.238019686150493 0.03380987832209943

Rump 0.01896606508645449 1.238023659225624 0.03380992959238906

15 ADM 0.01897072488949515 1.238612263477653 0.03382028394542623

ADM-a 0.01898434068678022 1.242378307644777 0.03387115806908502

oating 0.01896595841433506 1.238013496098524 0.03380972592273357
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