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ABSTRACT Some validated computations of the solution for partial di�erential equations

are described. These methods are based on in�nite dimensional �xed-point theorems using Newton-

like operators. Interval arithmetic is used in order to take account of the e�ects of rounding errors in

the oating point computations and check su�cient conditions for �xed-point theorems rigorously.

1 はじめに

偏微分方程式は，各種の現象を記述する数学モデル

として自然科学・工学・社会科学・人文科学のさまざ

まな分野に登場します．与えられた偏微分方程式につ

いて知りたいことは，

� 解は存在するのか？

� どんな形をしているか？

です．解が存在しないならば数学モデルを立てたもと

もとの意味がなくなります．また，ある条件における

具体的な値が決定できないと困ることも多いはずで

す．

偏微分方程式が数学の言葉で表現されている以上，

解析的な厳密解を具体的な関数の形で「ズバリ」と書

き表せることが理想です．しかし残念なことに，その

ような統一的理論は現在のところ提示されていませ

ん．また，解析的な解の存在や一意性はわかっていた

としても，具体的な解の形状を描くことができないと

いうこともあります．

数値シミュレーションの多くは，偏微分方程式の解

を解析的に追求することはひとまずあきらめ，差分

法・有限要素法・境界要素法などの離散化手法を用い

て問題を有限次元化し，得られた近似モデルを計算

機を用いて数値的に解くことによって数値データを得

て，さらに可視化することまでを当面の目標としま

す．

数値シミュレーションの次の課題は，計算機の出力

する数値データの「正当性」を明らかにすることで

す．その際，実験データとの照合による現象との比較
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のほかに，数学モデルの厳密解との比較 (誤差評価)

ができるならば，計算結果の信頼性が格段に増しま

す．誤差評価とは，近似解 ûと厳密解 uと計算可能

なノルム k kに対して，

kû� uk � " (1)

となる " > 0を見つけることだといえます． "は，

たとえば領域の分割を細かくするなど離散化の度合を

増したときに，それにあわせて小さくなることが期待

される数です．しかしながら，厳密解の場合と同じよ

うに，理論的な "の存在および離散化の度合との関係

(オーダーなど)はわかったとしても，具体的な "の値

はなかなか定まりません．経験的に "がとんでもなく

大きな値でないことは予測できるとしても，もしも "

の取り得る値が定量的に評価できるならば，安心感と

ともに計算結果の信頼性がさらに増すことでしょう．

本稿で説明する偏微分方程式の精度保証付き数値シ

ミュレーションとは，計算機を用いて

� 近似解の近くに数学モデルの厳密解が存在する

ことを保証し，

� (1)の "の値を具体的に与える

手法です．もちろん，すべての偏微分方程式に対して

精度保証付きシミュレーションが適用できるかどうか

はわかりません．しかし，もしうまく適用できるなら

ば，理論面では厳密解の存在や問題によっては一意性

の数学的な保証を，実用面では誤差の具体的な把握と

ともに離散化手法・計算アルゴリズム・反復の打ち切

り・丸め誤差の混入などを含んだ数値シミュレーショ

ン全体の品質保証を与えることができると考えられま

す．微分方程式の解は無限個の基底で張られる世界に

属し，計算機が出力する数値データは有限次元のベク

トル空間に属します．精度保証付きシミュレーション

は，数値データと数学モデルとの関係を計算機を用い
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て調べることによって，有限と無限を結ぼうとする数

値解析学の一手法だといえます．

2 偏微分方程式の解の精度保証に関する基

本的な考え方

2.1 不動点定理

偏微分方程式の解の精度保証で主役を演じるのは，

不動点定理です．数々ある不動点定理の本質をやや乱

暴に表現すると，次のようになります．

不動点定理のエッセンス

ある条件を満たす写像 F と集合 U に対し

F (U) � U

もしくは類似の条件が成立するならば， F (U)

の中に不動点方程式 u = F (u)の解が存在する．

ただし， F (U)は集合の意味で

F (U) := fF (u) j u 2 Ug:

偏微分方程式の精度保証付き数値シミュレーション

の流れは次のようになります．

1. 不動点定理を決める．

2. 近似解を計算する．

3. 近似解も考慮に入れた不動点方程式 u = F (u)を

構成する．

4. 解を包含することが期待される集合 (候補者集

合) U を設定する．

5. 不動点定理の成立条件 F (U) � U を検証する．

6. 検証がうまくいかない場合には候補者集合 U を

再設定して前段に戻る．

それぞれの段階において，どのような関数空間を設定

するか， F (U) � U となるべき写像 F と集合 U をど

のように構成するか，離散化誤差や丸め誤差をどう取

り扱うかなど，検討すべき問題がいろいろあります．

2.2 よく用いられる不動点定理の紹介

次の Schauderの不動点定理 6, 15, 19, 25) は，有限

次元ユークリッド空間における Brouwerの不動点定

理 6) の無限次元への拡張です．

Schauderの不動点定理

M を Banach空間X の空でない有界凸閉集合，

T をM 上のコンパクト作用素とする，このと

き， T は不動点を持つ．

Banach空間とは， Cauchy列が必ず収束極限を持

つ (完備といいます)ノルム空間のことです．ノルム

空間X;Y に対して作用素 T : X ! Y がコンパクト

であるとは， T が連続写像であり，かつ，X の任意

の有界集合を T によって写したものが Y での収束列

を含むことをいいます．

次の Banachの不動点定理 6, 15, 19, 25) は，有限次

元ユークリッド空間における縮小写像の原理 17) の無

限次元版です．

Banachの不動点定理

M を Banach空間X の空でない閉集合，X の

ノルムを k � kX とする． T をM 上の作用素と

し，ある 0 � � < 1に対して次の性質をみたす

とする．

kT (x)� T (y)kX � �kx� ykX ; 8x; y 2M:

このとき， T はM の中に唯一の不動点を持つ．

その他，不動点定理以外でよく使われる解の存在

定理として，有限次元の Newton法の収束条件を与え

るKantorovichの定理 (Newton-Kantorovichの定理

とも呼ばれます) 17) の無限次元版 25) があります．

3 関数空間の設定と不動点定式化

以下，非線形楕円型境界値問題を具体的な例として

取り上げ，解の精度保証の手順を説明します．偏微分

方程式を数学的に取り扱うためには，まず，適切な関

数空間を設定することが必要です．

3.1 関数空間の設定

領域 
をRn(n = 2; 3)の有界凸領域で，境界 @


は区分的に滑らかだとします． L2(
)を 
上 2乗可

積分関数全体の集合，内積を (u; v) :=
R

 u(x)v(x) dx，

ノルムを kukL2(
) :=
p
(u; u)とします．次に，自然

数mに対する 
上の L2-Sobolev空間Hm(
)を，超

関数の意味でのm次以下の導関数 (一般化された導関

数)がすべて L2(
)に属する関数全体の集合として定

義します．このとき，Hm(
)は内積

mX
jkj=0

(D(k)u;D(k)v)
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のもとで Hilbert空間，すなわちこの内積によるノル

ムのもとで Banach空間になります．ただし，D(k)

は多重指標: k = fk1; � � � ; kng(k1; � � � ; kn)は非負整

数に対する微分:

D(k) := @jkj=@xk11 � � � @xknn ; jkj = k1 + � � �+ kn

です．さらに，

H1
0 (
) := fu 2 H1(
) j u = 0; x 2 @
g

とします．ただし， @
上での値はトレースの意味
18) です．このとき

ru := (@u=@x1; � � � ; @u=@xn)
T

に対し， (ru;rv)はH1
0 (
)の内積になります．ま

た， Poincar�eの不等式より，

kukH1

0
(
) := krukL2(
) =

 
nX
i=1

k@u=@xik
2
L2(
)

!1=2

は 
上H1 ノルムと同値なH1
0 ノルムとなることが

わかります 3, 4)．

3.2 不動点定式化

次の非線形楕円型境界値問題を考えます．(
��u = f(x; u;ru); x 2 
;

u = 0; x 2 @
:
(2)

ここで，�u = @2u=@x21+ � � �+@
2u=@x2n とします．

f は次の仮定を満たすとします．

1. f はH1(
)から L2(
)への連続写像，すなわち，

関数列 f kgk�1 � H1
0 (
)がH1

0 ノルムの意味

で  � H1
0 (
)に収束するとき， ff( k)gk�1 �

L2(
)は L2 ノルムの意味で f( ) 2 L2(
)に収

束する．

2. 有界集合 U � H1(
)に対し，

f(�; U;rU) := ff(�; u;ru) j u 2 Ug � L2(
)

も有界．

まず，有限要素法でよく知られた弱形式化手法を用

いて， (2)を次を満たす弱解 u 2 H1
0 (
)を探す問題

に書き直します．

(ru;rv) = (f(x; u;ru); v); 8v 2 H1
0 (
): (3)

次に， (2)の線形化問題である Poisson方程式に対

する補題 2, 5, 9) を紹介します．

補題 3.1

任意の g 2 L2(
)に対し，(
��� = g; x 2 
;

� = 0; x 2 @
;
(4)

は唯一の解 � 2 H2(
) \H1
0 (
) を持ち，

j�jH2(
) � kgkL2(
) (5)

が成立する．

ただし， j � jH2(
) はH2(
)上のセミノルム:

jvj2H2(
) =

nX
i;j=1

k@2v=@xi@xjk
2
L2(
)

とします． L2(
)の元 gから (4)の解 � 2 H1
0 (
) \

H2(
)の対応関係を � = Agと定義すると， A

は L2(
)からH2(
) \ H1
0 (
)への全単射写像にな

ります．次に，H2(
)からH1(
)への恒等写像を Î

とおくと， Î はコンパクト作用素であることが示せま

す 1, 18)．したがって f の仮定より，コンパクトな合

成写像:

F := ÎAf : H1
0 (
) �! H1

0 (
) (6)

を定義することができ， (3)はH1
0 (
)内の不動点方

程式:

u = F (�; u;ru)

と同値になります．以降，簡単のため，

f(u) := f(�; u;ru); F (u) := F (�; u;ru)

と表記します．不動点方程式の対応は以下の通りで
す．

H1

0
(
)

f
! L2(
)

A
! H2(
) \H1

0
(
)

Î
,! H1

0
(
)

u 7! f(u) 7! Af(u) 7! F (u)

4 Newton法と不動点定理の適用

不動点定理の成立条件となる \F (U) � U"は，

写像 F が不動点の近傍で縮小的 (引き込み的)である

ことを示しています．したがって， (6)で定義した F

が縮小的な性格を持たない限り，どんな候補者集合 U

をもってきても検証は成功しません．

そこで，有限次元非線形方程式の有力な解法のひと

つであるNewton法 (Newton-Raphson法とも呼ば

れます)に基づく手法を不動点方程式に適用すること

を考えます．
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まず， u = F (u)を直接 Newton型方程式に書き直

すことを考えます． u = F (u)を求める問題は u �

F (u) = 0を求める問題と同じです．よって，有限次

元のNewton法をそのまま拡張してあてはめると，あ

る初期値 u(0) から出発した反復列は

u(k) = u(k�1)�(I�F 0(u(k�1)))�1(u(k�1)�F (u(k�1)))

となります．ここで F 0(u(k�1))は F の u(k�1) におけ

る Fr�echet微分， I はH1
0 (
)上の恒等写像です．こ

の反復列を考える場合， I � F 0(u(k�1))の逆写像の

存在を各反復の度に示す必要があります．それは大変

ですので，もし何らかの方法で見つけた u = F (u)

の近似解 ~u 2 H1
0 (
)が真の解にかなり近いならば，

F 0(u(k�1))を F 0(~u)に置き換えても微分はそれほど

変わらないだろうという期待のもと，反復列を

u(k) = u(k�1) � (I � F 0(~u))�1(u(k�1) � F (u(k�1)))

に変更します． ~uにおける Fr�echet微分に固定されて

いるこの方法は「準 Newton法」と呼ばれることがあ

ります．このようにすると，逆写像の存在を調べる手

間は 1回で済みます．準 Newton反復列を生成する

右辺の対応を

N(u) := u� (I � F 0(~u))�1(u� F (u))

と書くと，N はH1
0 (
)上の写像となります．ドイツ

の Plumの手法 9, 16) は， (さらにこの形から残差形

に変形した技法や近似解・空間に対する滑らかさなど

の仮定を付け加えるものの，本質は)逆作用素 (I �

F 0(~u))�1 のノルム評価を無限次元固有値問題に帰着

させ，固有値を精度保証付きで評価することにより

N(U ) � U となる候補者集合 U を計算機内で構成し

ようとするものです．

4.1 近似空間と疑似Newton法

前節で作成した準 Newton作用素N は，有限次元

のNewton法を無限次元にそのまま拡張したものでし

た．今度は，不動点方程式 (6)を近似空間内の不動点

方程式とその誤差空間にあたる空間の不動点方程式に

分解して，有限次元部分を Newton型方程式に書き直

そうという作戦をたてます．

H1
0 (
)の近似空間として，パラメータ h > 0

に依存する有限次元部分空間 Sh を用意します． h

は，たとえば Sh が有限要素空間の場合には分割し

たメッシュサイズの逆数，固有値展開などで近似し

た空間の場合には展開項数の逆数に対応します．次

に，H1
0 (
)から Sh への射影として， � 2 H1

0 (
)に

対するH1
0 内積の意味での直交射影 (H1

0 -projection)

Ph� 2 Sh を次のように定義します．

(r(�� Ph�);rv) = 0; 8v 2 Sh: (7)

Sh はH1
0 (
)の閉部分空間のため，H1

0 (
)の任意

の元は Sh の元と直交補空間 S?h の元で一意に書き表

すことができます 3)．よって，H1
0 (
)の不動点方程

式 u = F (u)も Ph を用いて次のように Sh の部分と

S?h の部分に (一意に)分解することができます．

(
Phu = PhF (u);

(I � Ph)u = (I � Ph)F (u):
(8)

(8)の第 1式はH1
0 -projectionを介しているため，

Sh における有限次元の問題です．第 2式は無限次元

の不動点方程式ではあるものの， Sh の近似度がよ

ければ縮小写像的な働きをすることが期待されます
9)．よって，分解された不動点問題の Sh 部分に対し

Newton法を適用します．先ほどと同様に準 Newton

写像を形式的に考えれば，

Phu� (I � PhF
0(~u))�1Ph(u� F (u))

です．しかしこの場合， I � PhF
0(~u)の定義域が広

すぎるため，逆写像の対応がつきません．そのため，

I � PhF
0(~u)の定義域を Sh に制限した逆写像を [I �

PhF
0(~u)]�1h と書き，代用することにします．この手

法を準 Newton法からさらに変形を加えたため「疑似

Newton法」と呼ぶこともあります．

Sh 上の写像 [I � PhF
0(~u)]h の逆写像が存在するか

どうかは明らかではありません．しかし，有限次元の

線形写像は行列で表現できるという線形代数の基本的

な事実を用いると，逆写像の存在は対応する行列が正

則であるかどうかという問題に帰着されます．実際の

数値計算では，計算機内に対応する行列を構成して，

その正則性を精度保証付きで調べます．

Nh(u) := Phu� [I � PhF
0(~u)]�1h Ph(u� F (u))

とおき，逆写像の存在 [I � PhF
0(~u)]�1h を仮定すれ

ば， Sh 内における不動点方程式 Phu = PhF (u)と

Phu = Nh(u)は同値になります．以上より，縮小的

であることが期待されるH1
0 (
)上の作用素 T を

T (u) := Nh(u) + (I � Ph)F (u) (9)

で定義すると，以下の命題が成立します 9)．

補題 4.1

T はH1
0 (
)上のコンパクト作用素，かつ，不動

点方程式 u = T (u) は u = F (u) すなわち (3)と

同値．
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4.2 不動点定理の適用

(9)で定義した作用素 T に対して候補者集合 U を

構成し，不動点定理を適用します．ここでは Schauder

の不動点定理を採用します (Banachの不動点定理に

基づく定式化も可能です 24))． Sh の次元をK，基底

を f ig1�i�K とします．候補者集合 U は，

Uh :=

(
KX
i=1

Ai i 2 Sh j Ai : Rの区間

)
;

U? := fu? 2 S?h j ku?kH1

0
(
) � �g

の和集合 U = Uh + U? で構成します． Uh は区間係

数の一次結合で表現される Sh の部分集合， U? は，

H1
0 (
)のノルムで \つぶされ"た半径 � > 0の小さな

球だと考えることができます．この時，次の検証条件

が成り立ちます 9)．

定理 4.2

H1
0 (
)の有界凸閉集合 U = Uh + U? に対し，(

PhT (U) � Uh;

(I � Ph)F (U) � U?
(10)

が成り立つならば， T の不動点すなわち (3)の

解が U 内に存在する．

(10)の第一式は，無限次元の項が含まれるため正

確には計算できません．しかし，ノルム評価などを用

いて大きめに評価することは可能です． PhT (U)の

計算は，通常，区間係数ベクトルを右辺に持つ連立 1

次方程式を精度保証付きで求める問題に帰着されま

す．無限次元部分の計算は，次章の構成的誤差評価を

利用します．

5 有限要素近似とその構成的誤差評価

候補者集合 U � H1
0 (
)に対して不動点定理の成立

条件となる (10)を確認するためには，無限次元部分

の (I � Ph)F (U) � U? の検証が必要になります．

U?はH1
0 (
)のノルムの意味での半径 �の球です．

したがって， (I � Ph)F (U)も同じH1
0 (
)のノルム

で評価し，その値が �より小さいことを，つまり

sup
u2U

k(I � Ph)F (u)kH1

0
(
) � �

を確認すれば包含関係を示すことができます．この

部分の計算に， (2)の線形化問題である Posson方程

式 (4)に対する近似とその構成的誤差評価が大きく

関わってきます．以下，具体的な有限要素部分空間
4, 18) を例として取り上げて説明します．

5.1 2次元矩形領域における四角形要素

簡単のため，領域 
を (0; 1) � (0; 1)の 2次元矩形

領域とします．区間 J := (0; 1)の x方向を

0 = x0 < x1 < � � � < xL+1 = 1

と等分割し， h = 1=(L + 1)とおきます． y方向も

同様に等分割します．次に， x方向， y方向につい

て (0; 1)上連続かつ両端で 0となるような区分的 1次

多項式全体の集合をそれぞれM1
0(x), M

1
0(y)と書き

ます．近似空間となる有限要素空間 Sh はM1
0(x) 


M1
0(y)，すなわちM1

0(x)とM1
0(y)のすべての関数

の積全体 (テンソル積)として定義します．

次に，区間 J に対し，ある固定した y 2 J での 1

次元の射影 Px : H
1
0 (
) \H

2(
)!M1
0(x)を

(@(v(�; y)� Pxv(�; y))=@x;w
0)J = 0; w 2M1

0(x)

で定義します．ただし (�; �)J は L2(J)上の内積です．

このとき，区分 1次補間多項式に関する誤差評価から

以下を得ます 9)．

k@(v � Pxv)=@xkL2(
) � (1=�)hk@2v=@x2kL2(
):

同様に y微分についての評価式も得られます．この 2

つを組み合わせると，次の評価式を得ます．

補題 5.1

先に定義した有限要素近似空間 Sh のもと，任意

の v 2 H1
0 (
) \H

2(
)に対し，

kv � PhvkH1

0
(
) � (1=�)hjvjH2(
) (11)

が成立する．

定数 1=�は， J 上で定義した基底を区分的双 2次

多項式にした場合， 1=(2�)にできることがわかって

います 12)．また， L字形の領域についても拡張する

ことができます 23)．

5.2 三角形要素

三角形要素の場合には，矩形を含む 2次元多角形領

域で考えることができます． 
を三角形分割し，各

分割領域上で 1次多項式となる有限要素空間 Sh を考

えます．このとき，矩形と類似の補間誤差評価により

以下の不等式が成立します 9)．

5



補題 5.2

Sh の分割が一様の場合，任意の v 2 H1
0 (
) \

H2(
)に対し，

kv � PhvkH1

0
(
) � 0:81hjvjH2(
) (12)

が成立．

非一様分割の場合にも具体的な値を算定することが

できます．ただし， (12)の定数 0:81は最適な値では

ありません．数値実験による近似計算の結果ではもっ

と小さい値となるだろうということが報告されていま

す． (12)のようなノルム評価は，無限次元固有値問

題の固有値を評価する問題に帰着することが知られて

おり，理論的なアプローチとともに，精度保証の観点

からの研究成果が期待されます．

5.3 構成的誤差評価

(11), (12)をまとめて

kv � PhvkH1

0
(
) � ChjvjH2(
) (13)

と書きます． C > 0は有限要素空間の近似性から定

まる定数で，具体的な上界値が算定可能であるとしま

す．任意の v 2 H1
0 (
)\H

2(
)に対して， 3.2節で定

義した写像 Aを介して L2(
)の元が決まり， (5)を

満たします．したがって，任意の u 2 H1
0 (
)に対

し，以下の評価が成立します．

k(I � Ph)F (u)kH1

0
(
) = k(I � Ph)~IAf(u)kH1

0
(
)

� ChjAf(u)jH2(
)

� Chkf(u)kL2(
):

よって，検証条件 (10)の無限次元部分の計算方法

が以下のように得られます．

定理 5.3

U � H1
0 (
)に対して，

sup
u2U

k(I � Ph)F (u)kH1

0
(
) � Ch sup

u2U
kf(u)kL2(
)

(14)

が成立．

kf(u)kL2(
) は無限次元の項を含むため，正確な値

を計算することはできません．しかし，区間演算とノ

ルム評価を用いることで大きめに値を算定することは

可能です．

(14)は O(h)の評価です．この評価によく知られた

Aubin-Nitscheの技法 18) を適用することで，O(h2)

となる構成的 L2 誤差評価:

sup
u2U

k(I � Ph)F (u)kL2(
) � (Ch)2 sup
u2U

kf(u)kL2(
)

を得ることができます．さらに，埋め込みH2(
) ,!

L1(
)に関わる定数を理論的に評価することによっ

て，構成的 L1 誤差評価も可能です 10, 11)．

6 非線形偏微分方程式への適用例

6.1 Allen-Cahn方程式

5.1節で設定した領域，有限要素空間における適用

例として，生物数学モデルとして知られている Allen-

Cahn方程式:(
��u = �u(u� a)(1� u); x 2 
;

u = 0; x 2 @
:

を取り上げます 20)．この方程式は 0 < a < 1=2のと

き，ある �� > 0で自明解 u = 0以外の分岐解が生じ

ることが知られています．しかし，理論的に言えるの

はここまでで，具体的な解の形状や存在範囲は不明で

す．

� = 150, a = 0:01, L = 79において上側分岐

解，下側分岐解それぞれの検証に成功した例を紹介し

ます．上側で � = 0:0622, 下側で � = 0:01066で

す．図 1, 図 2は y = 1=2での断面です．解は 2つの

線で囲まれた領域に �分のH1
0 ノルムを付け加えた

集合に存在します．

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

図 1: 上側分岐解の包み込み (y = 1=2)
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

図 2: 下側分岐解の包み込み (y = 1=2)

6.2 MHD均衡問題

同じく 5.1節で設定した領域，有限要素空間におい

て，MHD均衡問題に関係する方程式:(
��v = �max fv; 0g; x 2 
;

v = �1; x 2 @
:

の自明な解 v = �1以外を見つけることを考えます
21)． u := v+1とすれば問題は (2)に変換でき，これ

までの手法が基本的に適用できます．例として， � =

30, L = 49での検証例を紹介します． � = 0:10956

です．図 3は uの近似解の形状，図 4は v = 0とな

る境界部分を包み込んだものです．解は 2つの線で囲

まれた領域に �分のH1
0 ノルムを付け加えた集合に

存在します．

0.2
0.4

0.6
0.8

0.2

0.4

0.6

0.8

0

2

4

0.2
0.4

0.6
0.8

0.2

0.4

0.6

0.8

0

2

4

図 3: 近似解の形状

図 4: v = 0の包み込み

有限要素法近似によるそのほかの適用例としては，

Emden方程式 24)，楕円型固有値問題 8) などがあり

ます．

6.3 Navier-Stokes方程式への拡張

本稿では非線形楕円型境界値問題を例に偏微分方程

式の解の精度保証について説明してきました．この手

法は 2次元定常非圧縮性 Navier-Stokes方程式:8><
>:

���u+rp = �(u � r)u+ f in 
;

divu = 0 in 
;

u = 0 on @


に対しても拡張して適用することができます 22)．

Navier-Stokes方程式の線形化問題は Stokes方程式:8><
>:

���v +rq = g in 
;

div v = 0 in 
;

v = 0 on @


になり， Stokes方程式の解の存在と一意性を用いて

不動点定式化を行ないます．もちろん， 5章とは異な

る構成的誤差評価が必要になります 13, 14)．

7 おわりに

偏微分方程式の精度保証付きシミュレーションの現

状は， 2次元の楕円型問題がやっと実用レベルに近付

いて来たといったところです．発展型方程式 7)， 3次

元，より複雑な領域への適用などは，原理的な有効

性は示されつつあるものの，これからの研究テーマで

す．また，「不動点定式化できさえすれば必ず不動点

定理の成立条件が必ず検証できる」とは決して言えま
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せん．縮小的であることの確認のためには，与えられ

た偏微分方程式と採用した近似空間の特質をうまく利

用した「個別撃破」の工夫がどうしても必要になりま

す．これは，偏微分方程式についての統一的な理論が

未だ提案されていないことから考えて当然かもしれま

せん．さらに，実用的な観点から，区間演算に要する

コストの削減，連立 1次方程式や固有値問題などの効

率的な解法なども十分に考慮する必要があります．

余談

精度保証付き数値シミュレーションには，離散化や

数値計算の品質保証という「検算」の面のほかに，理

論的なアプローチが困難な問題に対する計算機を援用

した「解の発見」という一面があります．「この候補

者集合は縮小的です！」という結果が画面に表示され

た時にプログラム作成者が味わう達成感も，精度保証

付き数値シミュレーションの魅力 (?)のひとつかもし

れません．
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