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《講座》

精度保証付きシミュレーション [4J

-偏微分方程式の精度保証一

渡部善隆*・中尾充宏料

ABSTRACT Some validated computations of the solution for partial differential equations are described. These 

methods are based on inf�ite dimensional fixed-point theorems using Newton-like operators. Interval arithmetic is used 

in order to t叫ce account of the effects of rounding errors in 也e fioating point computations and check 印鑑cient co且di

tions for fixed-point theorems rigorously. 

1. はじめに

偏微分方程式は，各種の現象を記述する数学モデル

として自然科学・工学・社会科学・人文科学のさまざ

まな分野に登場します.与えられた偏微分方程式につ

いて知りたいことは，

・解は存在するのか?

・どんな形をしているか?

です.解が存在しないならば数学モデルを立てたもと

もとの意味がなくなります.また，ある条件における

具体的な値が決定できないと困ることも多いはずで

す.

偏微分方程式が数学の言葉で表現されている以上，

解析的な厳密解を具体的な関数の形で「ズパリ」と書

き表せることが理想です.しかし残念なことに，その

ような統一的理論は現在のところ提示されていませ

ん.また， 解析的な解の存在や一意性はわかっていた

としても具体的な解の形状を描く ことができないと

い う こ と もあります.

数値シミ ュレーションの多 く は，偏微分方程式の解

を解析的に追求することはひとまずあきらめ，差分法

・有限要素法・境界要素法などの離散化手法を用いて

問題を有限次元化し，得られた近似モデルを計算機を

用いて数値的に解くことによって数値データを得て，
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さらに可視化することまでを当面の目標とします.

数値シ ミ ュレー シ ョソの次の課題は，計算機の出力

する数値データの「正当性」を明らかにすることです.

その際，実験データとの照合による現象との比較のほ

かに，数学モデルの厳密解との比較(誤差評価)がで

きるならば，計算結果の信頼性が格段に増します.誤

差評価とは，近似解 a と厳密解 u と計算可能な ノ ルム

11 11 に対して，

IID-ull:5:e ( 1 ) 

となる ε>0 を見つけることだといえます. e は，た

とえば領域の分割を細かくするなど離散化の度合を増

したときに，それにあわせて小さくなることが期待さ

れる数です.しかしながら，厳密解の場合と同じよう

に，理論的な E の存在および離散化の度合との関係

(オーダーなど)はわかったとして、'具体的な ε の

値はなかなか定まりません.経験的に z がとんでもな

く大きな値でないことは予測できるとしても，もしも

e の取り得る値が定量的に評価できるならば， 安心感

とともに計算結果の信額性がさらに増すことでしょ

う .

本稿で説明する偏微分方程式の精度保証竹き数値シ

ミュレーションとは，計算機を用いて

・近似解の近く に数学モテツレの厳密解が存在するこ

とを保証し，

・( 1 )の ε の値を具体的に与える

手法です.もちろん， すべての偏微分方程式に対して

精度保証付きシ ミ ュ レーシ ョ ンが適用できるかどうか

はわかりません. しかし，もしうまく適用できるなら

ば，理論面では厳密解の存在や問題によっては一意性

の数学的な保証を， 実用面では誤差の具体的な把握と
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ともに離散化手法・計算アルゴリズム・反復の打ち切

り・丸め誤差の混入などを含んだ数値シミュレーショ

ン全体の品質保証を与えることができると考えられま

す.微分方程式の解は無限個の基底で張られる世界に

属し，計算機が出力する数値データは有限次元のベク

トル空間に属します.精度保証付きシミュレーション

は，数値データと数学モデルとの関係を計算機を用い

て調べることによって，有限と無限を結ぼうとする数

値解析学の一手法だといえます.

2. 偏微分方程式の解の精度保証に関する基
本的な考え方

2.1 不動点定理

偏微分方程式の解の精度保証で主役を演じるのは，

不動点定理です. 数々ある不動点定理の本質をやや乱

暴に表現すると，次のようになります.

不動点定理のエ '1 センス

ある条件を満たす写像F と集合 Uに対し

F(U)CU 

もしくは類似の条件が成立するならば. F(U) の

中に不動点方程式 u=F(u) の解が存在する.た

だし. F(U) は集合の意味で

F(U) :={F(u) lueU}. 

偏微分方程式の精度保証付き数値シミュレーションの

流れは次のようになります.

1. 不動点定理を決める.

2. 近似解を計算する.

3. 近似解も考慮に入れた不動点方程式 u=F(u)

を構成する.

4. 解を包含することが期待される集合(候補者集

合) Uを設定する.

5. 不動点定理の成立条件 F(U)CUを検証する.

6. 検証がうまくし、かない場合には候補者集合 U

を再設定して前段に戻る.

それぞれの段階において，どのような関数空間を設定

するか. F(U) となるべき写像F と集合 Uをどのよ

うに構成するか，離散化誤差や丸め誤差をどう取り扱

うかなど， 検討すべき問題がいろいろあります.

2.2 よく用いられる不動点定理の紹介

次の Schauder の不動点定理6，15， 19，25)は，有限次元ユ

ークリッド空間における Brouwer の不動点定理的の無

限次元への鉱張です.

l sωder の不動点定理
Mを B姐a岨間Xの空でない有界凸閉集合. T I 
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をM上のコンパクト作用素とする，このとき，

Tは不動点を持つ.

Banach 空間とは. Cauchy 列が必ず収束極限を持つ

(完備といいます)ノルム空間のことです.ノルム空

間 X. Yに対して作用素 T:X→Yがコンパクトである

とは.Tが連続写像であり，かっ.Xの任意の有界集

合を Tによって写したものが Yでの収束列を含むこ

とをいいます.

次の B姐ach の不動点定理6，15，日，25)は，有限次元ユー

グリッド空間における縮小写像の原理的の無限次元版

です.

Banach の不動点定理

Mを Banach 空間Xの空でない閉集合.Xのノル

ムを 11 ・ IIx とする .TをM上の作用素とし，あ

る O~三λ<1 に対して次の性質をみたすとする.

IIT(x) ー T(y) lIx=:;;). lIx-yllx. 'Vx.yeM. 

このとき.TはMの中に唯一の不動点を持つ.

その他，不動点定理以外でよく使われる解の存在定

理として，有限次元の Newton 法の収東条件を与える

Kantorovich の定理 (Newton-Kantorovich の定理とも

呼ばれます)口)の無限次元版25)があります.

3. 関数空間の設定と不動点定式化

以下，非線形楕円型境界値問題を具体的な例として

取り上げ，解の精度保証の手順を説明します.偏徴分

方程式を数学的に取り扱うためには，まず，適切な関

数空間を設定することが必要です.

3.1 関数空間の設定

領域。を R.(n=2. 3) の有界凸領践で，境界 aQ

は区分的に滑らかだとします. L2(Q) を Q 上 2 乗可

積分関数全体の集合，内積を (u， v) :=JQu(x) 

v(x)dx. ノルムを Ilu IlL2(Q) :=川ζτT とします.次

に，自然数mに対する Q上の L2-Sobolev 空間 Hm(Q)

を，超関数の意味での m次以下の導関数(一般化さ

れた導関数)がすべて L2 (Q) に属する関数全体の集

合として定義します.このとき . Hm(Q) は内積

L; (D'心u. D(l)V) 

のもとで Hilbert 空間，すなわちこの内積によるノル

ムのもとで Banach 空間になります.ただし. D(l) は

多重指標: k={kb .... 丸}(kb .... k. は非負整数)に対

する微分:

D(l) : =alll/axtl.. .ax~. Ikl =k1 +…+ん
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です.さらに，

m (Q) : = {UE H1 (Q) I u=O , XE ﾔ.Q} 

とします.ただし ， ôQ 上での値はトレースの意味18)

です.このとき

Vu : = (ÔU/ÔX" …, ﾔU/ﾔX.)T 
に対し ， (VU , VV) は m(Q) の内積になります.ま

た， Poincaré の不等式より，

11μ川川|μ凶川u川d州11

は Q 上 FfI ノルムと同f値直な m ノルムとなることがわ

かります3川.4刈‘4)

3.2 不動点定式化

次の非線形楕門型境界値問題を考えます.

(一向山)，時
u =0, XE �. 

(2 ) 

ここで ， Ll u=Ô2u/ôx~+ … +Ô2U/ÔX~ とします .jは次

の仮定を満たすとします.

1. jは FfI (Q)からL2(Q)への連続写像，すなわ

ち，関数列 {ψ山:':lcm(Q)がm ノルムの意

味で ψcm(Q) に収束するとき ， {J(仇.)}k:<I C

L2 (Q) はL2ノルムの意味でブ(ψ) eL2(Q)に収

束する.

2. 有界集合 UcFfl (Q) に対し，

j( ・ ， u, VU) : ={J( ・ ， u ， Vu) IUE U} 

CL2(Q) 

も有界.

まず，有限要素法でよく知られた弱形式化手法を用

いて， (2) を次を満たす弱解 uem(Q)を探す問題

に書き直します.

(VU , VV) = (j (x , u, Vu) , v) , 't/VE m(Q). 

(3 ) 

次に， (2) の線形化問題である Poisson 方程式に対

する補題2ふのを紹介します.

補題3. I 

任意の geL2 (Q) に対し，

i ィφ=g ， 叫
φ=0， xEôQ , 

( 4 ) 

は唯一の解 φεH2 (Q) nHÕ(Q) を持ち，

|φ IH'(日}云 IlgIIL'(1l) ( 5 ) 

が成立する.

ただし，卜 IH'(Q) は H2(Q) 上のセミノルム:

I V 1;"'(1l) = L; lI ô2v/ôxiôx)li，(白)
i ,j=l 

とします. L2(Q)の元 g から( 4) の解φem(Q) n 

H2(Q) の対応関係を φ=Ag と定義すると ， A はL2

(Q)から H2(Q) nm(Q)への全単射写像になりま

す.次に ， H2(Q) から H' (Q) への恒等写像を f と

おくと， 1はコンパクト作用素であることが示せま

すい8) したがってfの仮定より，コンパグトな合成

写像:

F: =lAj: m(Q)ー....m(Q) (6) 

を定義することができ， (3)は HÕ(Q) 内の不動点方

程式:

u=F( ・ ， u ， Vu) 

と同値になります.以降，簡単のため，

j(u) : =j( ・ ， u, Vu) , F(u): =F( ・ ， u ， VU) 

と表記します.不動点方程式の対応は以下の通りで

す.

j _",_, A _",_, ,,_, 1 
H~ (Q) ー+L2 (Q)ー~H2(Q) nH~(Q) ,,:.. m(Q) 

u ......... j(u) ......... Aj(u) ー F(u)

4. Newton 法と不動点定理の適用

不動点定理の成立条件となる“F(U) c U" は，写

像Fが不動点の近傍で縮小的(引き込み的)である

ことを示しています.したがって， (6) で定義した

Fが縮小的な性格を持たない限り，どんな候補者集合

Uをもってきても検証は成功しません.

そこで，有限次元非線形方程式の有力な解法のひと

つである Newton 法 (Newton-Raphson 法とも呼ばれ

ます)に基づく手法を不動点方程式に適用することを

考えます.

まず， u=F(u) を直接 Newton 型方程式に書き直す

ことを考えます . u=F(u) を求める問題は u-F(u)

=0 を求める問題と同じです.よって，有限次元の

Newton 法をそのまま鉱張してあてはめると，ある初

期値 u(o) から出発した反復列は

U(k) =U(k-I) ー (l-F' (u(H)))-I(U(ト1)-F(u(H)))

となります.ここで F'(u(ト1))は F の U(k-I) におけ

る Frécl同微分， 1は m(Q) 上の恒等写像です.こ

の反復列を考える場合， 1-F(u(H)) の逆写像の存

在を各反復の度に示す必要があります.それは大変で

すので，もし何らかの方法で見つけた u=F(u) の近

似解 üem(Q)が真の解にかなり近いならば ， F' 

(U(H)) を F'(ü) に置き換えても微分はそれほど変

わらないだろうという期待のもと，反復列を

U(k)=U(ト 1) ー (1-F'(五))-I(U(ト 1) ーF(U(H)))

に変更します ü における Fréchet 微分に固定されて

いるこの方法は「準 Newton 法」と呼ばれることがあ
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ります.このようにすると，逆写像の存在を調べる手

聞は 1 固で済みます.準 Newton反復列を生成する右

辺の対応、を

N(u) : =u一 (1-F'(ü))叶 (u-F(u)) 

と書くと.Nは m(D) 上の写像となります. ドイツ

の Plum の手法9.16)は. (さらにこの形から残差形に変

形した技法や近似解・空間に対する滑らかさなどの仮

定を付け加えるものの，本質は)逆作用素 (I-F'

(�)) -1 のノルム評価を無限次元固有値問題に帰着さ

せ，固有値を精度保証付きで評価することにより

N(U)CUとなる候補者集合 Uを計算機内で構成し

ようとするものです.

4.1 近似空間と疑似 Newton 法

前節で作成した準 Newton 作用素Nは，有限次元

の Newton 法を無限次元にそのまま拡張したものでし

た.今度は，不動点方程式( 6)を近似空間内の不動点

方程式とその誤差空間にあたる空間の不動点方程式に

分解して，有限次元部分を Newton 型方程式に書き直

そうという作戦をたてます.

Hà(D) の近似空間として，パラメータ h>O に依

存する有限次元部分空間ぬを用意します. h は，たと

えばぬが有限要素空間の場合には分割したメッシュ

サイズの逆数，固有値展開などで近似した空間の場合

には展開項数の逆数に対応します.次に. Hà(m か

らぬへの射影として， φem(D) に対する m内積の

意味での直交射影 (HA-projection)九ゆeSA を次のよう

に定義します.

(v(ゆ-PAゆ). Vv)=O. 'Vveら(7) 

SA は m(m の間部分空間のため . m(D) の任意の

元は品の元と直交補空間 Sf の元で一意に書き表すこ

とができますの.よって，局(D) の不動点方程式

u=F(u) も PA を用いて次のようにぬの部分と Sf の

部分に(一意に)分解することができます.

(九u =凡F(u)
(I一九)u=(I-PA)F(u).

(8 ) 

( 8) の第 1 式は HA-projection を介しているため，

aにおける有限次元の問題です.第 2 式は無限次元

の不動点方程式ではあるものの. SA の近似度がよけ

れば縮小写像的な働きをすることが期待されますの.

よって， 分解された不動点問題のぬ部分に対し New

ton 法を適用します. 先ほどと同様に準 Newton写像

を形式的に考えれば，

PAuー(I一九F' (ü))叶九(u-F(u))

です.しかしこの場合. l-P~'(ü) の定義成が広す

ぎるため，逆写像の対応がつきません. そのため，
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1-P~'(ü) の定義域をぬに制限した逆写像を [1一九

F' (ü)].ï 1 と書き，代用することにします.この手法

を準 Newton法からさらに変形を加えたため「疑似

Newton 法」と呼ぶこともあります.

品上の写像[I-P~' (Ü)]A の逆写像が存在するかど

うかは明らかではありません.しかし，有限次元の線

形写像は行列で表現できるという線形代数の基本的な

事実を用いると，逆写像の存在は対応する行列が正則

であるかどうかという問題に帰着されます.実際の数

値計算では，計算機内に対応する行列を構成して，そ

の正則性を精度保証付きで調べます.

NA(u) : =PAu一口-PAF'(五)].ï 1PA (U-F(u)) 

とおき，逆写像の存在 [1-P~'(Ü)].ï 1 を仮定すれ

ば. SA 内における不動点方程式 PAU=PAF(u) と PAu=

机(u) は同信になります.以上より，縮小的である

ことが期待される m(D) 上の作用素 Tを

T(u) : =川(u)+ (1-PA)F(u) (9) 

で定義すると，以下の命題が成立します的.

補題4.1

Tは局(D)上のコンパクト作用素，かつ，不動

点方程式 u=T(u) は u=F(u) すなわち(3 )と同

値.

4.2 不動点定理の適用
(9 )で定義した作用素 Tに対して候補者集合 Uを

構成し，不動点定理を適用します.ここでは Schaud

er の不動点定理を採用します (Banach の不動点定理

に基づく定式化も可能です24)). SA の次元を K. 基底

を{1fI;Ls:;豆K とします.候補者集合 Uは，

UA :={会抑制:R の区間}.
Uよ :={u.L estllluム IIH紅白}豆町}

の和集合 U=日+Uムで構成します. UA は区関係数

の一次結合で表現されるぬの部分集合 . U.L は，

Hà(D) のノルムで“つぶされ"た半径四>0 の小さ

な球だと考えることができます.この時，次の検証条

件が成り立ちますの.

定理4.2

m(D) の有界凸閉集合 U=UA+Uムに対し，

(九T(U) 叫
(10) 

(1一九)F(U)CUム

が成り立つならば.Tの不動点すなわち(3 )の解

が U内に存在する .

(10)の第一式は，無限次元の項が含まれるため正確
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には計算できません.しかし，ノルム評価などを用い

て大きめに評価することは可能です.九T(U) の計算

は，通常，区関係数ベクトルを右辺に持つ連立 1 次方

程式を精度保証付きで求める問題に帰着されます.無

限次元部分の計算は，次章の構成的誤差評価を利用し

ます.

5. 有限要素近似とその構成的誤差評価

候補者集合 UCHA(Q) に対して不動点定理の成立

条件となる (10)を確認するためには，無限次元部分の

(1-PA)F(U) C Uよの検証が必要になります. UJ.は

m(Q) のノルムの意味での半径四の球です.したが

って， (1一九)F(U) も同じ局(Q) のノルムで評価

し，その値が α より小さいことを，つまり

sup 11 (l一九)F(u) 11川(Il)ζa
.eU  

を確認すれば包含関係を示すことができます.この部

分の計算に， (2)の線形化問題である Piosson 方程式

(4)に対する近似とその構成的誤差評価が大きく関わ

ってきます. 以下，具体的な有限要素部分空間.，18)を

例として取り上げて説明します.

5.1 2 次元矩形領域における四角形要素

簡単のため，領域。を (0， 1) x (0 , 1) の 2 次元矩

形領域とします.区間J:=(O， I) の x方向を

O=XO<Xl く・・・ <xL+l =1

と等分割し， h=I/(L+l) とおきます.y方向も同様

に等分割します.次に ， X方向 ， y方向について

(0, 1) 上連続かつ両端で 0 となるような区分的 1 次

多項式全体の集合をそれぞれ ..I(~(X) ， ..I(~(y) と書き

ます.近似空間となる有限要素空間ぬは

..I(~(X) 0..1(~(y) ， すなわちィ~(X) と ..I(~(y)のすべ

ての関数の積全体(テンソル積)として定義します.

次に，区間Jに対し，ある固定したyξIでの 1 次

元の射影 P. : 局(Q) n 1{l (Q)→..I(~(X )を

(ð(v( ・ ， y) 一九世(・ ， y))/ðx， w' )J=O, ωE ..I(~(X) 

で定義します.ただし( . ，・ )J はL2υ) 上の内積

です.このとき，区分 1 次補間多項式に関する誤差評

価から以下を得ます帥.

lI� (v -p.v) / ðxIlL2(Q) 三三 (1/π)hllð2v/ðx2I1L2ω・

同様にy微分についての評価式も得られます.この 2

つを組み合わせると，次の評価式を得ます.

「蜘先に定義した有限要素近似空間 SA のもと，任意

の vemW)H2 (Q) に対し，

IIv-PAv IlH!ω}孟 (1/π )hlvlH2ω(11)

|が成立する

定数 1/π は ， J上で定義した基底を区分的双 2 次

多項式にした場合， 1/ (2π) にできることがわかって

います川.また， L字形の領域についても拡張するこ

とができます紛.

5.2 三角形要素

三角形要素の場合には，矩形を含む 2 次元多角形領

域で考えることができます. Q を三角形分割し，各

分割領域上で 1 次多項式となる有限要素空間ぬを考

えます.このとき，矩形と類似の補間誤差評価により

以下の不等式が成立しますの.

補題5. 2

SA の分割が一様の場合，任意の v em(Q) n 

H2(Q) に対し，

IIv-PAvll瓜(Q) :::;;;0 . 81hIv IH2(1l) 
が成立.

(12) 

非一様分割の場合にも具体的な値を算定することが

できます.ただし， (12)の定数0.81は最適な値ではあ

りません.数値実験による近似計算の結果ではもっと

小さい値となるだろうということが報告されています.

(12)のようなノルム評価は，無限次元固有値問題の固

有値を評価する問題に帰着することが知られており，

理論的なアプローチとともに，精度保証の観点からの

研究成果が期待されます.

5.3 構成的誤差評価

(11) , (12)をまとめて

IIv一九vll川ω云ChlvlH2刷 (13) 

と書きます. C>O は有限要素空間の近似性から定ま

る定数で，具体的な上界値が算定可能であるとしま

す.任意の vem(íJ) nH2(íJ) に対して ， 3.2節で定

義した写像d を介してL2(Q)の元が決まり， (5)を

満たします.したがって，任意の uem(Q)に対し，

以下の評価が成立します.

11 (1一九)F(u) 11瓜ω=11(1一九)ÏAj(U)IIH!ω

:::;;;ChIAj(u) IH2(Q) 

:::;;; Chllj (u) IIL2(，ω・

よって，検証条件(10)の無限次元部分の計算方法が

以下のように得られます.

[定理5.3
UCm(Q) に対して，

sup 11 (1ー九)F(u) IIHAω) :::;;; Ch sup IIt (u) IIL2(Q) 
ue U lIe U 

(14) 
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巴士
II!(u) IIL'(Il)は無限次元の項を含むため，正確な値を

計算することはできません.しかし，区間演算とノル

ム評価を用いることで大きめに値を算定することは可

能です.

(14)は O(h) の評価です.この評価によく知られた

Aubin-Nitsche の技法18)を適用することで， O(hりと

なる構成的L2 誤差評価:

sup 11 (l一九)F(u) IIL.ω}豆 (Ch)2 sup IIj(u) IIL'(Q) 
~U ~U 

を得ることができます.さらに，埋め込み Jl2 (Q) .... 

L∞(Q) に関わる定数を理論的に評価することによっ

て，構成的L田誤差評価も可能です10，11) • 

6. 非線形偏微分方程式への適用例

6.1 A11en・Cahn方程式

5.1節で設定した領繊，有限要素空聞における適用

例として，生物数学モデルとして知られているAllen

Cahn 方程式:

(寸u叫-a)日叫
u =0, XE �. 

を取り上げます20) この方程式は Oくa<I/2 のとき，

ある..t*>0 で自明解 u=O 以外の分岐解が生じること

が知られています.しかし理論的に言えるのはここ

までで，具体的な解の形状や存在範囲は不明です.

λ=150， a=O.OI , L=79において上側分岐解，下側
分岐解それぞれの検証に成功した例を紹介します.上

側で 01=0.0622，下側で 01=0.01066です.図1.図 2

はy=I/2 での断面です.解は 2 つの線で固まれた領

繊に配分のm ノルムを付け加えた集合に存在しま

す.

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

図 1 上側分岐商事の包み込み (y=1/2)
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l 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

図 2 下側分岐解の包み込み (y=1/2)

図 S 近似解の形状

6.2 MHD均衡問題

同じく 5.1節で設定した領域，有限要素空聞におい

て， MHD均衡問題に関係する方程式:

{:ß同部{v， O}， XE Q 

v =-1 , XE �. 

の自明な解 v=-1 以外を見つけることを考えます21)

u :=v+l とすれば問題は(2 )に変換でき，これまで

の手法が基本的に適用できます.例として， λ=30，

L=49での検証例を紹介します. 01=0. 10956です.図

3 は u の近似解の形状，図 4 は v=O となる境界部分

を包み込んだものです.解は 2 つの線で固まれた領域

に α分の m ノルムを付け加えた集合に存在します.

有限要素法近似によるそのほかの適用例としては，

Emden方程式ω，楕円型固有値問題的などがありま

す.

6.3 Navier-St池田方程式への怒張

本稿では非線形楕円型境界値問題を例に偏徴分方程

式の解の精度保証について説明してきました.この手

法は 2 次元定常非圧縮性 Navier品okes 方程式:

(-vA+り=一(引ザ inQ
divu =0 inQ, 
u =0 on� 
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図 4 v=O の包み込み

に対しても拡張して適用することがで、きます22) Naｭ

vier-Stokes 方程式の線形化問題は Stokes 方程式:{:…=g in!2 divv =0 in !2, 

v =0 on�!2 

になり， Stokes 方程式の解の存在と一意性を用いて不

動点定式化を行ないます.もちろん， 5章とは異なる

構成的誤差評価が必要になります13，1+)

7. おわりに

偏微分方程式の精度保証付きシミ ュ レーショ ンの現

状は， 2 次元の楕円型問題がやっ と実用レベルに近付

いて来たといったところです.発展型方程式7)， 3 次

元，より複雑な領媛への適用などは，原理的な有効性

は示されつつあるものの，これからの研究テーマで

す.また， í不動点定式化できさえすれば必ず不動点

定理の成立条件が必ず検証できる」とは決して言えま

せん.縮小的であることの確認のためには，与えられ

た偏微分方程式と採用した近似空間の特質をうまく利

用した「個別撃破」の工夫がどうしても必要になりま

す.これは，偏微分方程式についての統一的な理論が

未だ提案されていないことから考えて当然かもしれま

せん.さらに，実用的な観点から，区間演算に要する

コストの削減，連立 1 次方程式や固有値問題などの効

率的な解法なども十分に考慮する必要があります.

余談

精度保証付き数値シミ ュレーションには，離散化や

数値計算の品質保証という「検算」の面のほかに，理

論的なアプローチが困難な問題に対する計算機を援用

した「解の発見J という一面があります. íこの候補

者集合は縮小的ですりという結果が画面に表示され

た時にプログラム作成者が味わう達成感も，精度保証

付き数値シミュレーションの魅力(?)のひとつかもし

れません.
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