
直
接
解
法
に
よ
る
大
規
模
疎
行
列
に

対
す
る
連
立
１
次
方
程
式
ソ
ル
バ
ー

—
IB

M
W

S
M

P
の
紹
介

—

渡
部
善
隆

w
at

an
ab

e@
cc

.k
yu

sh
u

-u
.a

c.
jp

.

九
州
大
学
情
報
基
盤
セ
ン
タ
ー
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連
立
１
次
方
程
式

n
×

n
行
列

A
=

[a
ij

]と
ベ
ク
ト
ル

b
=

[b
1
,.

..
,b

n
]T
に
対
し

A
x

=
b

を
み
た
す
ベ
ク
ト
ル

x
=

[x
1
,.

..
,x

n
]T
を
求
め
る
問
題
．

理
学
・
工
学
・
農
学
・
社
会
科
学
・
人
文
科
学
の
あ
ら
ゆ
る
分
野
に

現
れ
る
．

実
際
の
科
学
技
術
分
野
に
お
け
る
数
値
計
算
の
計
算
時
間
の
大
半

は
連
立
１
次
方
程
式
を
解
く
こ
と
に
費
や
さ
れ
て
い
る
と
い
わ
れ

て
い
る
．
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Ｎ
Ａ
セ
ミ
ナ
ー

Ju
ne

21
,2

00
5

–
p.

2/
50



次
数

方
程
式
の
次
数
（

n
×

n
の

“n
”）
は
問
題
に
よ
っ
て
異
な
る
．

2
次
元

P
oi

ss
on
方
程
式
の
数
値
解
法
の
例
題

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.1

21

定
常

N
av

ie
r-

S
to

ke
s
方
程
式
の
精
度
保
証

..
..

..
..

..
..

..
..

..
11

,4
00

代
数
的
マ
ル
チ
グ
リ
ッ
ド
法
に
よ
る
電
磁
界
解
析

..
..

..
..

..
..

.1
60

,4
64

S
to

ke
s
方
程
式
の
有
限
要
素
近
似
解

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

.1
,4

10
,4

79

原
子
炉
圧
力
モ
デ
ル
の
弾
性
構
造
解
析

..
..

..
..

..
..

..
..

..
10

,3
28

,8
53

n
が
大
き
く
な
る
と
，
全
要
素
を
メ
モ
リ
に
格
納
す
る
こ
と
は
困
難
．

《
例
》

10
,0

00
,0

00
×

10
,0

00
,0

00
の
行
列
を

IE
E

E
75

4
倍
精
度
実
数

(8
バ
イ
ト

)で
宣
言

8
×

10
,0

00
,0

00
×

10
,0

00
,0

00
≈

80
0,

00
0

G
B

yt
e

Ｑ
Ｎ
Ａ
セ
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疎
行
列

(s
pa

rs
e

m
at

ri
x)

た
と
え
ば
有
限
要
素
法
・
差
分
法
で
関
数
方
程
式
（
連
続
問
題
）
を
離

散
化
し
た
場
合
，
得
ら
れ
る

A
の
多
く
は
疎
行
列
と
な
る
．

0
10

20
30

40
50

60

0 10 20 30 40 50 60

nz
 =

 1
80

0
50

10
0

15
0

20
0

25
0

30
0

35
0

40
0

45
0

0 50 10
0

15
0

20
0

25
0

30
0

35
0

40
0

45
0

nz
 =

 1
88

7
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疎
行
列
の
格
納
形
式

行
列
の
非
零
要
素
（
と
限
ら
れ
た
数
の
零
要
素
）
を
記
憶
領
域
に
格
納

す
る
方
法
．

A
=

⎡ ⎢ ⎢ ⎢ ⎣0
0

0
5

0
2

0
0

1
0

0
0

0
0

4
0⎤ ⎥ ⎥ ⎥ ⎦

⇒
S

=

(3
,1

)
1

(2
,2

)
2

(4
,3

)
4

(1
,4

)
5

圧
縮
行
格
納
法

(c
om

pr
es

se
d

ro
w

st
or

ag
e)

圧
縮
列
格
納
法

(c
om

pr
es

se
d

co
lu

m
n

st
or

ag
e)

圧
縮
対
角
格
納
法

(c
om

pr
es

se
d

di
ag

on
al

st
or

ag
e)

ス
カ
イ
ラ
イ
ン
格
納
法

(s
ky

lin
e

st
og

ag
e)

et
c.
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連
立
１
次
方
程
式
の
数
値
解
法
の
分
類

直
接
法

G
au

ss
の
消
去
法
，

C
ho

le
sl

y
分
解

,e
tc

.

反
復
法 定
常
反
復
法

S
O

R
法
，

G
au

ss
-S

ei
de

l法
,e

tc
.

非
定
常
反
復
法

C
G
法
，

B
iC

G
法

,G
M

R
E

S
法

,e
tc

.

直
接
法
と
反
復
法
の
組
み
合
わ
せ

解
の
反
復
改
良
，
不
動
点
定
理
に
基
づ
く
解
の
精
度
保
証

,e
tc

. Ｑ
Ｎ
Ａ
セ
ミ
ナ
ー
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反
復
法

A
x

=
b

真
の
解
に
収
束
し
て
い
く
近
似
解
の
列
を
逐
次
作
成
し
て
い
く
手
法
．

x
0
→

x
1
→

x
2
→

··
·→

x

定
常
反
復
法

一
定
（
定
常
）
の
処
理
を
繰
り
返
す
こ
と
に
よ
っ
て
近
似
解
を
作
成

す
る
方
法
．

x
k

=
x

k
−1

+
R

(b
−

A
x

k
−1

),
k
≥

1,
R

:
gi

ve
n

非
定
常
反
復
法

各
反
復
ご
と
に
変
化
す
る
情
報
を
取
り
込
み
な
が
ら
計
算
を
進
め
る
．

多
く
は
反
復
に
よ
っ
て
直
交
す
る
ベ
ク
ト
ル
列
を
作
り
出
す
．

x
k
∈

sp
an

{r
0
,A

r
0
,A

2
r

0
,.

..
,A

k
−1

r
0
}

r
0
:

gi
ve

n

Ｑ
Ｎ
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反
復
法
の
特
徴

行
列
を
分
解
す
る
必
要
が
な
い
た
め
，
疎
行
列
の
構
造
を
保
つ
こ

と
が
で
き
る

.

基
本
の
計
算
は
「
行
列
×
ベ
ク
ト
ル
」
と
内
積
計
算
の
た
め
，
収

束
が
速
け
れ
ば
計
算
量
が 非
零
要
素
数

×
n

の
オ
ー
ダ
ー
に
な
る
こ
と
が
期
待
さ
れ
る
．

収
束
を
加
速
さ
せ
る
た
め
の
前
処
理
技
法
が
数
多
く
提
案
さ
れ
て

い
る
．
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Ｎ
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反
復
法
の
問
題
点

行
列
の
性
質
（
固
有
値
・
特
異
値
な
ど
）
に
大
き
く
依
存
す
る
．

初
期
値

x
0
に
よ
っ
て
収
束
特
性
が
変
わ
る
こ
と
が
あ
る
．

右
辺

b
に
よ
っ
て
収
束
特
性
が
変
わ
る
こ
と
が
あ
る
．

非
定
常
反
復
法
は
丸
め
誤
差
の
影
響
を
受
け
や
す
い
．

0
50

0
10

00
15

00
20

00
25

00
30

00
35

00
40

00
45

00
50

00
10

−
16

10
−

14

10
−

12

10
−

10

10
−

8

10
−

6

10
−

4

10
−

2

10
0

ite
ra

tio
n 

nu
m

be
r

relative residual

1e
-1

4

1e
-1

2

1e
-1

0

1e
-0

8

1e
-0

6

0.
00

01

0.
011

10
0

0
20

40
60

80
10

0
12

0

re
la

ti
ve

 r
es

id
ua

l

主
要
な
非
対
称
行
列
に
対
す
る
非
定
常
反
復
法
に
つ
い
て
は
「
最
適

な
手
法
は
な
い
」
と
い
う
研
究
結
果
が
あ
る
．

“H
ow

fa
st

ar
e

no
ns

ym
m

et
ric

m
at

rix
ite

ra
tio

ns
?”

S
IA

M
Jo

ur
na

lo
n

M
at

rix
A

na
ly

si
s

an
d

A
pp

lic
at

io
ns

,V
ol

.1
3,

19
92

,7
78

-7
95

.
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直
接
法

A
x

=
b

ほ
と
ん
ど
が
行
列
の
分
解
に
基
づ
く
手
法
．

L
U
分
解

: A
=

L
U
,

L
:
下
三
角
行
列

,
U

:
上
三
角
行
列

.

A
が
正
則

⇔
A
が
適
当
な
列
変
換
に
よ
り

L
U
分
解
可
能
．

行
列
に
特
異
性
が
な
い
限
り
（
経
験
的
に
）
安
定
に
解
け
る
．

一
度
行
列
を
分
解
し
て
お
け
ば
，
異
な
る

b
に
対
し
て
（
行
列
の
分

解
に
比
べ
て
）
高
速
に
計
算
可
能
．

精
度
保
証
付
き
数
値
計
算
へ
の
応
用
が
可
能

（
連
立

1
次
方
程
式
，
固
有
値
問
題
，
特
異
値
問
題
）
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Ｎ
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（
通
常
の
）
直
接
法
の
問
題
点

1.
L

U
分
解
の
計
算
量
は

O
(n

3
)
（

n
は
次
数
）
．

⇒
次
数
が
大
き
く
な
る
と
計
算
時
間
が
膨
大
に
な
る
．

2.
分
解
を
行
な
う
と
行
列
の
疎
な
構
造
が
崩
れ
る
．

⇒
よ
り
多
く
の
メ
モ
リ
空
間
が
必
要
．

L
U
分
解
前

L
U
分
解
後

分
解
に
よ
る
ゼ
ロ
要
素
の
損
失
を

fi
ll-

in
と
呼
ぶ
．
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疎
行
列
に
対
す
る
直
接
法
の
研
究

fil
l-i

n
の
数
を
《
出
来
る
だ
け
》
減
ら
す
手
法
．

⇒
メ
モ
リ
量
と
計
算
量
の
削
減
．

疎
行
列
構
造
を
生
か
し
た

L
U
分
解
手
法
．

L
U
分
解
後
の
行
列
構
造
を
あ
ら
か
じ
め
求
め
，
不
要
な
計
算

を
省
く
．

⇒
計
算
量
の
削
減
．

Ｑ
Ｎ
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F
ill

re
du

ci
ng

or
de

ri
ng

0
10

20
30

40
50

60

0

10 20 30 40 50 60

nz
 =
 2
40

0
10

20
30

40
50

60

0

10 20 30 40 50 60

nz
 =
 1
02
2

A
=
⇒

L
U

P
×

A
×

Q
,

P
,Q

:
pe

rm
ut

at
io

n
m

at
rix Ｑ
Ｎ
Ａ
セ
ミ
ナ
ー
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R
ev

er
se

C
ut

hi
ll-

M
cK

ee
or

de
ri

ng

0
10

20
30

40
50

60

0

10 20 30 40 50 60

nz
 =
 2
40

0
10

20
30

40
50

60

0

10 20 30 40 50 60

nz
 =
 2
40

0
10

20
30

40
50

60

0

10 20 30 40 50 60

nz
 =
 9
78

A
⇒

P
A

Q
⇒

L
U

Ｑ
Ｎ
Ａ
セ
ミ
ナ
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M
in

im
um

de
gr

ee
or

de
rl

in
g

0
10

20
30

40
50

60

0

10 20 30 40 50 60

nz
 =
 2
40

0
10

20
30

40
50

60

0

10 20 30 40 50 60

nz
 =
 2
40

0
10

20
30

40
50

60

0

10 20 30 40 50 60

nz
 =
 6
36

A
⇒

P
A

Q
⇒

L
U
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O
rd

er
in

g
al

go
ri

th
m

s

M
D

m
in

im
um

de
gr

ee
(T

in
ne

y
an

d
W

al
ke

r,
19

67
)

M
M

D
m

ul
tip

le
m

in
im

um
de

gr
ee

(L
iu

,1
98

5)

A
M

D
ap

pr
ox

im
at

e
m

in
im

um
de

gr
ee

(A
m

es
to

y,
et

al
.,

19
96

)

N
D

ne
st

ed
di

ss
ec

tio
n

(G
eo

rg
e,

19
73

)
M

E
T

IS
m

ul
til

ev
el

ne
st

ed
di

ss
ec

tio
n

ro
ut

in
e

(K
ar

yp
is

an
d

K
um

ar
,1

99
8)

M
S

m
ul

tis
ec

tio
n

(A
sh

cr
af

ta
nd

Li
u

19
98

)

M
F

lo
ca

lm
in

im
um

fil
l(

T
in

ne
y

an
d

W
al

ke
r

19
67

)
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F
ac

to
ri

za
ti

on
al

go
ri

th
m

fo
r

A
=

A
T

A
=

[ B
V

T

V
C

] ,
B

=
L

B
L

T B
∈

R
j−

1
×j

−1

=

[
L

B
0

V
L
−T B

I

][
I

0

0
C
−

V
B

−1
V

T

][
L

B
0

V
L
−T B

I

] T .

V
B

−1
V

T
=

(V
L
−T B

)(
V

L
−T B

)T

=

j−
1 ∑ k

=
1

⎡ ⎢ ⎣l j
,k . . .

l n
,k

⎤ ⎥ ⎦[l j
,k

..
.l

n
,k

].
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Sp
ar

se
di

re
ct

so
lv

er
s

co
de

fil
lr

ed
uc

in
g

or
de

rin
g

fa
ct

or
iz

at
io

n
al

go
rit

hm

B
C

S
LI

B
-E

X
T

M
M

D
,M

E
T

IS
m

ul
tif

ro
nt

al
M

A
57

M
D

,A
M

D
,M

E
T

IS
m

ul
tif

ro
nt

al

M
U

M
P

S
M

D
,A

M
D

,M
E

T
IS

m
ul

tif
ro

nt
al

O
bl

io
M

M
D

,M
E

T
IS

le
ft/

rig
ht

-lo
ok

in
g,

m
ul

tif
ro

nt
al

PA
R

D
IS

O
M

M
D

,M
E

T
IS

le
ft/

rig
ht

-lo
ok

in
g

S
P

O
O

LE
S

M
M

D
,N

D
,M

S
le

ft-
lo

ok
in

g
S

P
R

S
B

LK
LL

T
M

M
D

le
ft-

lo
ok

in
g

S
up

er
LU

M
M

D
le

ft-
lo

ok
in

g

S
up

er
M

at
rix

S
ol

ve
r-

M
F

N
D

m
ul

tif
ro

nt
al

TA
U

C
S

M
D

,A
M

D
,M

M
D

,M
E

T
IS

le
ft-
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ok

in
g,

m
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nt
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M

F
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M
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Sp
ar

se
di

re
ct

so
lv

er
s

co
de

fil
lr

ed
uc

in
g

or
de

rin
g

fa
ct

or
iz

at
io

n
al

go
rit

hm

B
C

S
LI

B
-E

X
T

M
M

D
,M

E
T

IS
m

ul
tif

ro
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al
M

A
57

M
D

,A
M

D
,M

E
T

IS
m

ul
tif

ro
nt

al

M
U

M
P

S
M

D
,A

M
D

,M
E

T
IS

m
ul

tif
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nt
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O
bl

io
M

M
D

,M
E

T
IS

le
ft/

rig
ht
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ok

in
g,

m
ul

tif
ro

nt
al

PA
R

D
IS

O
M

M
D

,M
E

T
IS

le
ft/

rig
ht

-lo
ok

in
g

S
P

O
O

LE
S

M
M

D
,N

D
,M

S
le

ft-
lo

ok
in

g
S

P
R

S
B

LK
LL

T
M

M
D

le
ft-

lo
ok

in
g

S
up

er
LU

M
M

D
le

ft-
lo

ok
in

g

S
up

er
M
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S
ol

ve
r-

M
F

N
D

m
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nt
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M
D
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D
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M
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al

U
M

F
PA

C
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nt
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ap
pl

ic
at

io
ns

M
at

he
m

at
ic

a
L
i
n
e
a
r
S
o
l
v
e
は

U
M

F
PA

C
K
を
利
用

S
oi

lP
lu

s
地
盤
・
耐
震
統
合

F
E

M
解
析
シ
ス
テ
ム

A
P

S
Y

S
半
導
体
デ
バ
イ
ス
解
析
ソ
フ
ト

F
U

JI
T

S
U

F
E

M
5

有
限
要
素
法
に
よ
る
構
造
解
析
プ
ロ
グ
ラ
ム

M
S

C
.S

up
er

F
or

m
成
形
加
工
専
用
プ
ロ
グ
ラ
ム

M
r.S

O
IL

3D
2
次
元

/3
次
元
地
盤

F
E

M
解
析
シ
ス
テ
ム
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W
SM

P
の
概
要

W
at

so
n

S
pa

rs
e

M
at

rix
P

ac
ka

ge

作
者

:
A

ns
hu

lG
up

ta
an

d
M

.J
os

hi
(I

B
M

T.
J.

W
at

so
n

R
es

ea
rc

h
C

en
te

r)

逐
次
版
は
無
料

(A
IX

,L
in

ux
,S

un
O

S
,T

ru
64

,H
P

-U
X

)．

ソ
ー
ス
コ
ー
ド
非
公
開
．

実
対
称
正
定
値
，
実
対
称
不
定
値
，
実
一
般
，
複
素

H
er

m
ite
，
複

素
対
称
，
複
素
数
一
般

F
or

tr
an

,C
か
ら
利
用
可
能

倍
精
度

圧
縮
格
納
形
式

:
C

S
R

,C
S

C
,C

S
R

-U
T,

C
S

C
-L

T,
M

S
R

,
M

S
C

,

ス
レ
ッ
ド
並
列
版
，

M
P

I並
列
版
，
内
部
で
チ
ュ
ー
ニ
ン
グ
さ
れ

た
Le

ve
l3

B
LA

S
を
使
用
．

Ｑ
Ｎ
Ａ
セ
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数
値
計
算
環
境

計
算
機
名

IB
M

eS
er

ve
r

p5
モ
デ
ル

59
5

プ
ロ
セ
ッ
サ

P
O

W
E

R
5

1.
90

G
H

z(
Tu

rb
o)

64
w

ay
主
記
憶
容
量

25
6G

B
L2
キ
ャ
ッ
シ
ュ

1.
9M

B
/2

w
ay

L3
キ
ャ
ッ
シ
ュ

36
M

B
/2

w
ay

O
S

A
IX

5L
V

5.
3

コ
ン
パ
イ
ラ

IB
M

X
L

F
or

tr
an

E
nt

er
pr

is
e

E
di

tio
n

V
9.

1

16
w

ay
で
並
列
実
行
，
最
大
使
用
可
能
メ
モ
リ

48
G

B
，

IE
E

E
75

4
倍
精
度
（

64
ビ
ッ
ト
）
実
数
．

Ｑ
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利
用
方
法

!
r
e
a
l

s
y
m
m
e
t
r
i
c

W
S
S
M
P
(
N
,
I
A
,
J
A
,
A
V
A
L
S
,
D
I
A
G
,
P
E
R
M
,
I
N
V
P
,
B
,
L
D
B
,
N
R
H
S
,

A
U
X
,
N
A
U
X
,
M
R
P
,
I
P
A
R
M
,
D
P
A
R
M
)

!
c
o
m
p
l
e
x

H
e
r
m
i
t
e
/
s
y
m
m
e
t
r
i
c

Z
S
S
M
P
(
N
,
I
A
,
J
A
,
A
V
A
L
S
,
D
I
A
G
,
P
E
R
M
,
I
N
V
P
,
B
,
L
D
B
,
N
R
H
S
,

A
U
X
,
N
A
U
X
,
M
R
P
,
I
P
A
R
M
,
D
P
A
R
M
)

!
r
e
a
l

g
e
n
e
r
a
l

W
G
S
M
P
(
N
,
I
A
,
J
A
,
A
V
A
L
S
,
B
,
L
D
B
,
N
R
H
S
,
R
M
I
S
C
,

I
P
A
R
M
,
D
P
A
R
M
)

!
c
o
m
p
l
e
x

g
e
n
e
r
a
l

Z
G
S
M
P
(
N
,
I
A
,
J
A
,
A
V
A
L
S
,
B
,
L
D
B
,
N
R
H
S
,
R
M
I
S
C
,

I
P
A
R
M
,
D
P
A
R
M
)
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P
ha

se
s

in
W

SM
P

0.
In

it
ia

liz
in

g
(p

ar
am

et
er

ch
ec

k,
al

lo
ca

tio
n,

et
c.

)

1.
O

rd
er

in
g

(P
er

m
ut

e
ro

w
s

an
d

co
lu

m
ns

of
A

)

2.
S

ym
b

o
lic

Fa
ct

o
ri

za
ti

o
n

(C
om

pu
te

el
im

in
at

io
n

gr
ap

h
an

d
st

ru
ct

ur
e

of
L

,U
,

w
he

re
A

=
L

U
)

3.
N

u
m

er
ic

al
Fa

ct
o

ri
za

ti
o

n
(C

om
pu

te
A

=
L

U
,o

r
A

=
L

L
T

,o
r
A

=
L

D
L

T
)

4.
F

o
rw

ar
d

an
d

B
ac

kw
ar

d
Tr

ia
n

g
le

S
o

lv
es

(S
ol

ve
tr

ia
ng

ul
ar

sy
st

em
s

L
y

=
b

an
d

U
x

=
y

)

5.
It

er
at

iv
e

R
efi

n
em

en
t

(C
om

pu
te

r
:=

b
−

A
x

n
an

d
x

n
+

1
:=

x
n

+
(L

U
)−

1
r
)
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T
yp

ic
al

C
om

pl
ex

it
ie

s
in

W
SM

P

1.
O

rd
er

in
g

O
(n

)
–

O
(n

lo
g
(n

))

2.
S

ym
b

o
lic

Fa
ct

o
ri

za
ti

o
n

O
(N

N
Z
(A

))
–

O
(N

N
Z
(L

+
U

))

3.
N

u
m

er
ic

al
Fa

ct
o

ri
za

ti
o

n
O

(n
3
/
2
)

–
O

(n
2
)

4.
F

o
rw

ar
d

an
d

B
ac

kw
ar

d
Tr

ia
n

g
le

S
o

lv
es

O
(N

N
Z
(L

+
U

))
=

O
(n

lo
g
(n

))
–

O
(n

4
/
3
)

5.
It

er
at

iv
e

R
efi

n
em

en
t

O
(n

lo
g(

n
))

–
O

(n
4
/
3
)
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各
ス
テ
ッ
プ
の
実
測
比
（
対
称
行
列
）

行
列
名

並
列
度

st
ep

0
st

ep
1

st
ep

2
st

ep
3

st
ep

4
st

ep
5

F
IN

A
N

51
2

1
3.

13
74

.3
8

3.
87

13
.4

6
2.

62
2.

53
2

0.
28

72
.4

0
8.

94
12

.9
9

2.
75

2.
62

3
0.

39
63

.1
9

12
.0

1
19

.9
2

2.
13

2.
33

4
0.

42
63

.0
0

12
.0

3
20

.0
5

2.
10

2.
38

T
U

E
R

1
0.

01
61

.9
8

3.
53

30
.1

6
2.

05
2.

27
2

0.
01

59
.9

3
7.

23
28

.6
7

1.
91

2.
25

3
0.

01
62

.0
4

10
.7

8
23

.6
2

1.
52

2.
02

4
0.

01
62

.0
3

10
.7

5
23

.6
7

1.
52

2.
02

B
O

D
Y

Y
4

1
0.

79
74

.3
5

5.
33

13
.8

9
2.

74
2.

82
2

1.
48

64
.9

8
10

.8
1

15
.9

2
3.

56
3.

13
3

1.
99

57
.2

5
13

.2
1

22
.1

8
2.

58
2.

65
4

2.
05

56
.5

5
13

.1
0

22
.6

8
2.

60
2.

88

単
位

:
%
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使
用
メ
モ
リ
量

行
列
名

次
元
数

非
零
要
素
数

A
に
必
要
な
量
実
使
用
量

da
w

so
n5

.r
sa

51
53

7
53

11
57

4M
B

73
M

B
H

E
R

M
2D

03
.r

sa
39

22
57

15
67

09
6

11
M

B
32

0M
B

cf
d2

.R
S

A
12

34
40

16
05

66
9

12
M

B
45

0M
B

M
_T

1.
rs

a
97

57
8

49
25

57
4

37
M

B
53

0M
B

bm
w

cr
a_

1.
rs

a
14

87
70

53
96

38
6

41
M

B
93

0M
B

in
lin

e_
1.

rs
a

50
37

12
18

66
00

27
14

2M
B

2,
50

0M
B

ld
oo

r.r
sa

95
22

03
23

73
73

39
18

1M
B

2,
50

0M
B

C
om

pa
q

D
S

20
A

lp
ha

se
rv

er
(E

V
6)

,W
S

M
P

V
er

si
on

1.
9.

8
N

.I
.M

.G
ou

ld
,Y

.H
u

an
d

J.
A

.S
co

tt.
:

“C
om

pl
et

e
re

su
lts

fr
om

a
nu

m
er

ic
al

ev
al

ua
tio

n
of

sp
ar

se
di

re
ct

so
lv

er
s

fo
r

th
e

so
lu

tio
n

of
la

rg
e,

sp
ar

se
,s

ym
m

et
ric

lin
ea

r
sy

st
em

s
of

eq
ua

tio
ns

”
N

um
er

ic
al

A
na

ly
is

G
ro

up
In

te
rn

al
R

ep
or

ts
,2

00
5.
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並
列
化
効
果
（
実
数
・
正
定
値
対
称
）

02040608010
0

1
2

3
4

5
6

7
8

9
10

11
12

13
14

15
16

r
e
a
l
,
 
s
y
m
m
e
t
r
i
c
 
(
N
=
9
5
2
2
0
3
,
 
N
Z
=
2
3
7
3
7
3
3
9
)

elapsed time (sec.)

T
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R
E
A
D
S
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並
列
化
効
果
（
実
数
・
非
対
称
）

02040608010
0

1
2

3
4

5
6

7
8

9
10

11
12

13
14

15
16

r
e
a
l
,
 
u
n
s
y
m
m
e
t
r
i
c
 
(
N
=
2
5
9
1
5
6
,
 
N
Z
=
4
4
2
9
0
4
2
)

elapsed time (sec.)

T
H
R
E
A
D
S

Ｑ
Ｎ
Ａ
セ
ミ
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並
列
化
効
果
（
複
素
数
・
対
称
）

0246810

1
2

3
4

5
6

7
8

9
10

11
12

13
14

15
16

c
o
m
p
l
e
x
,
 
s
y
m
m
e
t
r
i
c
 
(
N
=
2
4
2
5
5
,
 
N
Z
=
7
2
7
8
8
4
)

elapsed time (sec.)

T
H
R
E
A
D
S

Ｑ
Ｎ
Ａ
セ
ミ
ナ
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Te
st

M
at

ri
ce

s

M
at

rix
M

ar
ke

t
h
t
t
p
:
/
/
m
a
t
h
.
n
i
s
t
.
g
o
v
/
M
a
t
r
i
x
M
a
r
k
e
t
/

U
ni

ve
rs

ity
of

F
lo

rid
a

S
pa

rs
e

M
at

rix
C

ol
le

ct
io

n
h
t
t
p
:
/
/
w
w
w
.
c
i
s
e
.
u
f
l
.
e
d
u
/
r
e
s
e
a
r
c
h
/
s
p
a
r
s
e
/
m
a
t
r
i
c
e
s
/

N
um

er
ic

al
A

na
ly

si
s

G
ro

up
of

C
C

LR
C

f
t
p
:
/
/
f
t
p
.
n
u
m
e
r
i
c
a
l
.
r
l
.
a
c
.
u
k
/
p
u
b
/
m
a
t
r
i
c
e
s
/
s
y
m
m
e
t
r
i
x
/
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性
能
比
較
・
正
定
値
対
称
行
列
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テ
ス
ト
行
列

名
称

次
元
数

非
零
要
素
数

分
野

bo
dy

y6
.R

S
A

19
36

6
77

05
7

N
A

S
A

m
at

rix
bc

ss
tk

36
.R

S
A

23
05

2
58

30
96

au
to

m
ob

ile
sh

oc
k

ab
so

rb
er

m
sc

23
05

2.
R

S
A

23
05

2
58

89
33

M
S

C
.N

A
S

T
R

A
N

T
H

R
E

A
D

.r
sa

29
73

6
22

49
89

2
T

hr
ea

de
d

co
nn

ec
to

r
G

R
ID

G
E

N
A

.r
sa

48
96

2
32

94
85

G
rid

ge
ne

ra
tio

n
op

tim
iz

at
io

n
na

sa
sr

b.
R

S
A

54
87

0
13

66
09

7
S

hu
ttl

e
ro

ck
et

bo
os

te
r

cr
an

ks
eg

_2
.r

sa
63

83
8

71
06

34
8

Li
ne

ar
st

at
ic

an
al

ys
is

O
IL

PA
N

.r
sa

73
75

2
18

35
47

0
C

ar
ol

ip
an

fin
an

51
2.

R
S

A
74

75
2

33
58

72
P

or
tfo

lio
op

tim
iz

at
io

n
s3

dk
q4

m
2.

rs
a

90
44

9
24

55
67

0
C

yl
in

dr
ic

al
S

he
ll

M
_T

1.
rs

a
97

57
8

49
25

57
4

Tu
bu

la
r

jo
in

t
X

10
4.

rs
a

10
83

84
51

38
00

4
B

ea
m

jo
in

t
cf

d2
.R

S
A

12
34

40
16

05
66

9
C

F
D

pr
es

su
re

m
at

rix
bm

w
cr

a_
1.

rs
a

14
87

70
53

96
38

6
A

ut
om

ot
iv

e
cr

an
ks

ha
ft

m
od

el
S

H
IP

S
E

C
5.

rs
a

17
98

60
51

46
47

8
S

hi
p

se
ct

io
n

ho
od

.r
sa

22
05

42
54

94
48

9
C

ar
ho

od
pw

tk
.R

S
A

21
79

18
59

26
17

1
pr

es
su

riz
ed

w
in

d
tu

nn
el

in
lin

e_
1.

rs
a

50
37

12
18

66
00

27
In

lin
e

sk
at

er
au

di
kw

_1
.r

sa
94

36
95

39
29

77
71

A
ut

om
ot

iv
e

cr
an

ks
ha

ft
m

od
el

ld
oo

r.r
sa

95
22

03
23

73
73

39
La

rg
e

do
or
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解
法
と
測
定
条
件

W
S

M
P

5.
3.

15

IB
M

E
S

S
L

V
4.

2
D

S
R

IS
−1

0

不
完
全

C
ho

le
sk

y
分
解
付
き

C
G
法
，
疎
行
列
用
反
復
法

x
0

=
0
，
反
復
停
止
基
準

:
‖b

−
A

x
n
‖ 2

/‖
x

n
‖ 2

<
10

−1
0
.

D
S

R
IS

−6
不
完
全

C
ho

le
sk

y
分
解
付
き

C
G
法
，
疎
行
列
用
反
復
法

x
0

=
0
，
反
復
停
止
基
準

:
‖b

−
A

x
n
‖ 2

/‖
x

n
‖ 2

<
10

−6
.

D
G

E
S

V
部
分
ピ
ボ
ッ
ト
選
択
付
き

L
U
分
解
，
一
般
行
列
用
直
接
法
．

疎
行
列
デ
ー
タ
は
圧
縮
列
格
納
．

真
の
解
が

x
=

1
と
な
る
よ
う
に

A
の
各
行
和
を
右
辺

b
に
設
定
．
加
算
に
よ
り

発
生
す
る
丸
め
誤
差
は
無
視
．
精
度
を
最
大
値
ノ
ル
ム
で
計
算
．

サ
ブ
ル
ー
チ
ン
の
前
後
に
時
間
計
測
関
数
を
挿
入
し
，
経
過
時
間
を
測
定
．

Ｑ
Ｎ
Ａ
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ミ
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正
定
値
対
称
行
列
（
速
度
・
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P
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間
を
測
定
．
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非
対
称
行
列
（
速
度
・
秒
）

名
称

次
元
数

非
零
要
素
数

W
S

M
P

D
G

S
F

(S
)

D
S

R
IS

D
G

E
S

V

w
es

t2
02

1
20

21
73

53
0.

03
0.

00
3

—
0.

12
fid

ap
01

1
16

61
4

10
96

94
8

1.
36

62
5.

88
—

37
.7

1
e4

0r
01

00
17

28
1

55
35

62
0.

57
51

.5
5

—
39

.3
0

m
em

pl
us

17
75

8
12

61
50

0.
38

0.
05

1.
25

44
.7

5
ra

ef
sk

y3
21

20
0

14
88

76
8

1.
38

69
.3

3
5.

38
70

.3
4

af
23

56
0

23
56

0
48

42
56

1.
20

30
44

—
10

2.
27

w
an

g3
26

06
4

17
71

68
1.

41
60

3.
93

0.
31

12
9.

75
lh

r3
4c

35
15

2
76

40
14

1.
51

17
.3

2
—

31
7.

53
on

et
on

e1
36

05
7

34
10

88
1.

86
2.

88
—

38
1.

07
on

et
on

e2
36

05
7

22
76

28
0.

94
0.

78
—

38
6.

70
bb

m
at

38
74

4
17

71
72

2
4.

62
—

—
44

1.
22

av
41

09
2

41
09

2
16

83
90

2
14

.0
9

10
.4

8
—

56
1.

83
ba

ye
r0

1
57

73
5

27
77

74
1.

15
0.

18
—

15
83

.3
3

ve
nk

at
50

62
42

4
17

17
79

2
1.

70
27

0.
69

8.
56

18
59

.1
8

ep
b3

84
61

7
46

36
25

1.
79

20
.7

0
1.

68
—

tw
ot

on
e

12
07

50
12

24
22

4
4.

42
12

.8
4

—
—

to
rs

o3
25

91
56

44
29

04
2

37
.0

7
34

4.
66

4.
09

—
la

ng
ua

g
39

91
30

12
16

33
4

—
0.

68
0.

77
—

pr
e2

65
90

33
59

59
28

2
34

.4
7

—
—

—
ha

m
rle

3
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47
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0
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2
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—

—
—
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非
対
称
行
列
（
精
度
）

名
称

次
元
数

非
零
要
素
数

W
S

M
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D
G

S
F

(S
)

D
S

R
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D
G

E
S

V

w
es

t2
02

1
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21
73

53
0.

20
6E

-0
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0.
26
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7
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知
見

「
ほ
ぼ
頑
強

(n
ea

rly
ro

bu
st

)」

E
S

S
L
の
（
ピ
ー
ク
性
能
比

70
%
を
達
成
す
る
）
直
接
解
法
と
比

較
し
て
，
速
度
・
精
度
の
面
で
勝
る
．

O
rd

er
in

g
に
よ
る

fil
l-i

n
の
抑
止

疎
行
列
構
造
を
生
か
し
た
行
列
分
解
ア
ル
ゴ
リ
ズ
ム

他
の
手
法
と
比
較
し
て
，
精
度
の
面
で
勝
る
．

直
接
法
の
性
質
と
計
算
量
削
減
に
よ
っ
て
丸
め
誤
差
の
影
響
が

少
な
い
た
め
？

行
列
の
構
造
が
同
じ
だ
っ
た
り
，
多
く
の
右
辺
を
持
つ
場
合
に
は

特
に
有
効
．

比
較
の
解
法
と
し
て
も
利
用
価
値
大
（
速
度
比
較
，
解
き
難
さ
の

確
認

,e
tc

.）
．
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W
SM

P
の
問
題
点

「
頑
強

(r
ob

us
t)
」
と
は
ま
だ
言
え
な
い

行
列
の
サ
イ
ズ
が
大
き
く
な
る
と

4
バ
イ
ト
整
数
の
表
現
可
能
な
値

（
-2

14
74

83
64

8～
21

47
48

36
47
）
を
超
え
内
部
エ
ラ
ー
と
な
る
．

8
バ
イ
ト
版
の
提
供
待
ち
．

4
並
列
以
上
の
並
列
化
性
能
が
芳
し
く
な
い
．

対
称
行
列
は
ピ
ボ
ッ
ト
選
択
を
行
な
わ
な
い
．

対
角
成
分
に

0
が
あ
る
行
列
に
対
し
て
は
利
用
者
が
事
前
に
置

換
を
行
な
う
必
要
が
あ
る
．

分
解
さ
れ
た
行
列
の
格
納
方
法
が
不
明
．

マ
ニ
ュ
ア
ル
が
読
み
に
く
い
．
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問
題
募
集
！

10
0
万
次
元
以
上
歓
迎

圧
縮
行
格
納
法

(c
om

pr
es

se
d

ro
w

st
or

ag
e)

圧
縮
列
格
納
法

(c
om

pr
es

se
d

co
lu

m
n

st
or

ag
e)

w
at

an
ab

e@
cc

.k
yu

sh
u-

u.
ac

.jp
ま
で
お
気
軽
に
．
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誤
差
評
価
１

定
理

:
A

x
=

b
の
近
似
解

x̃
と

A
の
逆
行
列

R
が
求
め
ら
れ
た
と

き
，
‖R

A
−

I
‖ ∞

<
1
な
ら
ば

A
は
正
則
で
あ
り
，

‖x
−

x̃
‖ ∞

≤
‖R

(b
−

A
x̃

)‖
∞

1
−

‖R
A
−

I
‖ ∞

.

た
だ
し

‖·
‖ ∞
は
最
大
値
ノ
ル
ム
．

R
=

(L
U

)−
1
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誤
差
評
価
２

特
異
値
分
解

:

A
=

U
Σ

V
T

U
U

T
=

V
V

T
=

I
,

Σ
=

di
ag

(σ
1
,.

..
,σ

n
),

U
=

(u
1
,.

..
,u

n
)

‖x
−

x̃
‖2 2

=
n ∑ i=
1

1 σ
2 i

(u
i,

b
−

A
x̃

)2

⇒
‖x

−
x̃
‖ 2

≤
1

σ
m

in

‖b
−

A
x̃
‖ 2

A
の
（
特
に
最
小
）
特
異
値
を
計
算
す
る
必
要
が
あ
る
．
通
常
，
特
異
値

計
算
は

A
x

=
b
を
解
く
以
上
の
手
間
が
必
要
．
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